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Abstract. We study pencils of plane curves ft = f − tlN , t ∈ C, using the notion
of polar invariant of the plane curve f = 0 with respect to a smooth curve l = 0. More
precisely we compute the jacobian Newton polygon of the generic fiber ft, t ∈ C. The
main result gives the description of pencils which have an irreducible fiber. Furthermore
we prove some applications of the local properties of pencils to singularities at infinity of
polynomials in two complex variables.

1. Introduction. Nous appellerons courbe (plane) une série conver-
gente f ∈ C{x, y}, f 6= 0, sans terme constant. Pour toutes séries f, g ∈
C{x, y} nous notons (f, g)0 = dimCC{x, y}/(f, g) la multiplicité d’inter-
section de f avec g. Si f = 0 est une courbe alors µ(f) = (∂f/∂x, ∂f/∂y)0
est son nombre de Milnor. On a µ(f) < ∞ si et seulement si la série f
n’a pas de facteurs multiples. Nous dirons alors que la courbe f = 0 est
réduite. Soient l = 0 une courbe régulière, c’est-à-dire telle que dl(0, 0) =(
∂l
∂x(0, 0), ∂l∂y (0, 0)

)
6= (0, 0), et N ≥ 1 un entier. Nous allons étudier les

pinceaux de courbes planes de la forme (ft := f − tlN : t ∈ C) où f = 0
est une courbe réduite. De tels pinceaux apparaissent dans l’étude des sin-
gularités à l’infini d’un polynôme de deux variables de degré N (voir [Eph],
[LW], [MM] et la section 6 de cette note). Soit U ⊂ C un ouvert de Zariski.
Nous dirons que le pinceau (ft : t ∈ U) où ft = f − tlN est équisingulier si
le nombre de Milnor µ(ft) est constant pour t ∈ U . Ceci veut dire grâce au
théorème µ-constant (voir [LR], [Ca]) que pour tout t1, t2 ∈ U les courbes
ft1 = 0 et ft2 = 0 sont équisingulières au sens de Zariski. Il existe tou-
jours l’ouvert le plus grand avec cette proprieté ([LW]), on l’appelle ouvert
d’équisingularité du pinceau ft = f − tlN . Son complément s’appelle en-
semble des valeurs spéciales. Nous dirons que la fibre ft du pinceau est
spéciale si t est une valeur spéciale. En cas contraire nous dirons que ft est
une fibre générique du pinceau.
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Ephraim [Eph] a montré qu’un pinceau ft = f − tlN0 , N0 = (f, l)0, dont
toutes les fibres sont irréductibles est équisingulier et a appliqué ce résultat
aux courbes planes ayant une branche à l’infini. Dans son article il a utilisé
la notion d’invariant polaire introduite et étudié dans le cas de singularités
isolées d’hypersurfaces par Teissier [T1] et a indiqué que les formules de
Merle [Me] (voir aussi [S]) pour les invariants polaires d’une branche plane
se généralisent au cas où les courbes f = 0 et l = 0 ne sont pas transverses.
Supposons que f = f(x, y) est une série réduite et que le jacobien

j(f, l) =
∂f

∂x

∂l

∂y
− ∂f

∂y

∂l

∂x

est sans terme constant. Les nombres rationnels (f, p)0/(l, p)0 où p par-
court les facteurs irréductibles de j(f, l) s’appellent invariants polaires de
la courbe f = 0 par rapport à la courbe lisse l = 0. On a

(f, p)0 = min
{(

∂f

∂x
, p

)

0
,

(
∂f

∂y
, p

)

0

}
+ (l, p)0

et donc tous les invariants polaires d’une courbe singulière f = 0 sont plus
grands que 1. Il est bien connu que l’ensemble des invariants polaires ne
dépend que de la classe d’équisingularité de la courbe fl = 0 (voir [T1],
[LMW], [Ga]). La proposition suivante est due à Ephraim ([Eph, Remark 2.3,
p. 355]) qui considérait le cas N = N0. Pour le cas général voir [MM] et la
section 2 de cette note.

Notons Q(f, l) l’ensemble des invariants polaires d’une courbe réduite
(pas nécessairement irréductible) f = 0 par rapport à la courbe lisse l = 0.

Proposition 1.1. Considérons une courbe réduite f = 0 et une branche
lisse l = 0 qui n’est pas une composante de f = 0. Soit N > 0 un entier.
Alors :

(1) Le pinceau (f − tlN : t 6= 0) est équisingulier si et seulement si
N 6∈ Q(f, l).

(2) Le nombre 0 est une valeur régulière de (f − tlN : t ∈ C) si et
seulement si maxQ(f, l) ≤ N .

(3) Le pinceau (f − tlN : t ∈ C) est équisingulier si et seulement si
maxQ(f, l) < N .

Les propriétés (2) et (3) se trouvent déjà dans [T1] pour les singularités
isolées d’hypersurfaces.

Notons η(f, l) = maxQ(f, l) et ηmin = mint∈C{η(ft, l)}. Comme corol-
laire de la proposition ci-dessus nous avons :

Corollaire 1.2. L’entier [η(f, l)]+1 est égal au plus petit entier N > 0
tel que le pinceau (f − tlN : t ∈ C) soit équisingulier.
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Écrivons j(f, l) =
∏s
i=1 pi avec pi ∈ C{x, y} irréductible et pour tout

q ∈ Q(f, l) posons

Aq :=
{
i :

(f, pi)0

(l, pi)0
= q

}
, jq :=

∏

i∈Aq
pi mq := (l, jq)0.

Nous appelons mq multiplicité de l’invariant polaire q.
Le lemme suivant est dû à Teissier ([T1, remarque 1.4]):

Lemme 1.3. Avec les notations ci-dessus on a :

(1)
∑

q∈Q(f,l)mq = (f, l)0 − 1,
(2)

∑
q∈Q(f,l)mq(q − 1) = µ(f).

Rappelons maintenant que le polygone de Newton d’une série g(u, v) =∑
ij aiju

ivj ∈ C{u, v} est défini comme le bord de l’enveloppe convexe dans
R2 de l’ensemble {(i, j) : aij 6= 0} + N2. En éliminant les variables x, y
des équations f(x, y) = v, l(x, y) = u, ∂(f, l)/∂(x, y) = 0 nous obtenons
l’équation ∆(u, v) = 0 de la courbe discriminante de f par rapport à l ;
son polygone de Newton dans les coordonnées (u, v) est appelé polygone
de Newton jacobien N (f, l) (voir [T1], [T3]). Plus précisément le polygone
N (f, l) est déterminé par les conditions suivantes ([T3, pp. 195–197]) :

(1) les pentes des côtés du polygone N (f, l) sont égales aux −1/q où
q ∈ Q(f, l),

(2) la longueur de la projection du côté de pente −1/q sur l’axe vertical
est égale à la multiplicité mq du quotient q (et alors la longueur de
sa projection sur l’axe horizontal est égale à mqq = (f, jq)0).

D’après le lemme 1.3 le polygone N (f, l) joint les points (0,
∑

q∈Q(f,l)mq)
= (0, (f, l)0 − 1) et (

∑
q∈Q(f,l)mqq, 0) = (µ(f) + (f, l)0 − 1, 0).

Rappelons que toutes les pentes du polygone N (f, l) d’une courbe sin-
gulière f = 0 sont plus grandes que −1. Soit N > 0 un entier. Notons
N (f, l)N le polygone obtenu à partir du polygone N (f, l) en remplaçant
tous les côtés de pente plus grande ou égale à −1/N par un côté de pente
−1/N . Par conséquent le polygoneN (f, l)N joint les points (0,

∑
q∈Q(f,l)mq)

et (
∑

q∈Q(f,l)mq min(q,N), 0) et il est au-dessous du polygone N (f, l).

Proposition 1.4. Soit F le pinceau (f − tlN : t ∈ C) et fixons t0 ∈ C.
On a:

(1) Si t0 est une valeur régulière du pinceau F alors N (ft0 , l) = N (f, l)N .
(2) Si t0 est une valeur spéciale du pinceau F telle que ft0 est une fibre

réduite alors le polygone N (ft0 , l) est strictement au-dessus du poly-
gone N (f, l)N .
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La démonstration de la proposition ci-dessus est donnée dans la section 2.
En employant le lemme 1.3 nous obtenons la conséquence suivante de la
proposition 1.4 :

Corollaire 1.5. Le nombre de Milnor µmin et l’invariant polaire ma-
ximal ηmin d’une fibre générique du pinceau F sont donnés par les formules
suivantes :

(1) µmin =
∑

q∈Q(f,l)(min(q,N)− 1)mq,

(2) ηmin = min(η(f, l), N).

Si t est une valeur spéciale de F alors µ(ft) > µmin et η(ft) > ηmin.

La deuxième partie du corollaire ci-dessus se trouve déjà dans [MM,
proposition 1]. D’autre part la proposition 1.4 détermine le polygone de
Newton jacobien de toute fibre réduite de F , complétant le résultat de la
proposition 2 et le corollaire 2 de [MM] où ne sont déterminées que les pentes
de ce polygone.

La notion de multiplicité de l’invariant polaire permet d’estimer le nom-
bre de valeurs spéciales d’un pinceau.

Proposition 1.6. Supposons que l’entier N est un invariant polaire de
la courbe f = 0 par rapport à la branche lisse l = 0, de multiplicité mN .
Alors le pinceau (f − tlN : t ∈ C) a au plus mN valeurs spéciales différentes
de zéro.

La démonstration est donnée dans la section 2. Comme corollaire nous
obtenons le résultat suivant, bien connu (voir [LVTO] et [CaP]) :

Corollaire 1.7. Le pinceau (f − tlN : t ∈ C) possède au plus (f, l)0−1
valeurs spéciales.

Présentons maintenant le résultat principal de cette note :

Théorème 1.8. Soient f = 0 une courbe (pas nécessairement réduite),
l = 0 une branche lisse qui n’est pas une composante de f = 0, et N > 0
un nombre entier. Supposons qu’une fibre ft0 = f − t0lN du pinceau F =
(ft = f − tlN : t ∈ C) est irréductible.

(1) Si η(ft0 , l) < N alors le pinceau F est équisingulier. En particulier
toutes les fibres du pinceau sont irréductibles.

(2) Si η(ft0 , l) = N alors il existe une seule valeur spéciale t1 du
pinceau F ; on a t1 6= t0.

(3) Si η(ft0 , l) > N et N 6∈ Q(ft0 , l) alors t0 est la seule valeur spéciale
du pinceau F .
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(4) Si η(ft0 , l) > N et N ∈ Q(ft0, l) alors F a exactement deux valeurs
spéciales t0 et t1 6= t0. Toutes les fibres génériques de F sont décom-
posables.

La démonstration du théorème ci-dessus est donnée dans la section 4
de cette note. Nous y donnerons aussi une formule explicite pour la valeur
spéciale t1. Les exemples illustrant le théorème 1.8 se trouvent dans la sec-
tion 5.

Finalement notons le corollaire suivant :

Corollaire 1.9. Soit F le pinceau (f − tlN : t ∈ C).

(1) Si F a au moins trois valeurs spéciales alors toutes les fibres de F
sont décomposables.

(2) Si toutes les fibres de F sont irréductibles alors F a au plus une
valeur spéciale.

2. Valeurs spéciales. Reprenons les notations de l’introduction : f =
f(x, y) ∈ C{x, y} est une série réduite, l = l(x, y) ∈ C{x, y} une série
régulière, et ft = f − tlN où N > 0 est un nombre entier.

Écrivons j(f, l) =
∏s
i=1 pi avec pi ∈ C{x, y} irréductible et posons

I(N) = {i : (f, pi)0 < N(l, pi)0},
J(N) = {i : (f, pi)0 > N(l, pi)0},
K(N) = {i : (f, pi)0 = N(l, pi)0}.

De plus pour tout i ∈ K(N) notons ti le nombre unique tel que

(fti , pi)0 > min{(f, pi)0, N(l, pi)0} = (f, pi)0 = N(l, pi)0.

Évidemment ti 6= 0.

Proposition 2.1. Avec les notations introduites ci-dessus, nous avons

(1) min{µ(ft) : t 6= 0} =
∑

i∈I(N)∪K(N)(f, pi)0 + N
∑

i∈J(N)(l, pi)0 −
(f, l)0 + 1.

(2) Pour tout t ∈ C− {0} :

µ(ft) > min{µ(ft′) : t′ 6= 0} ⇔ t ∈ {ti}i∈K(N).

(3) µ(f)−min{µ(ft) : t 6= 0} =
∑

i∈J(N)((f, pi)0 −N(l, pi)0).

Démonstration. Fixons un t 6= 0. Il est clair que µ(ft) + (f, l)0 − 1 =
µ(ft) + (ft, l)0 − 1 et en utilisant la formule de Teissier ([T2, Proposi-
tion 1.2 du chapitre 2]), nous obtenons µ(ft) + (f, l)0 − 1 = (ft, j(ft, l))0 =
(ft, j(f, l))0 car j(ft, l) = j(f, l). Ainsi nous avons
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µ(ft) + (f, l)0 − 1 =
s∑

i=1

(ft, pi)0

=
∑

i∈I(N)

(ft, pi)0 +
∑

i∈J(N)

(ft, pi)0 +
∑

i∈K(N)

(ft, pi)0

=
∑

i∈I(N)

(f, pi)0 +
∑

i∈J(N)

N(l, pi)0 +
∑

i∈K(N)

(ft, pi)0

≥
∑

i∈I(N)

(f, pi)0 +N
∑

i∈J(N)

(l, pi)0 +
∑

i∈K(N)

(f, pi)0

où la dernière inégalité est stricte si et seulement si t ∈ {ti : i ∈ K(N)}. Ceci
montre (1) et (2). Pour vérifier (3) observons qu’après un calcul analogue
nous obtenons

µ(f) + (f, l)0 − 1 =
s∑

i=1

(f, pi)0 =
∑

i∈I(N)∪J(N)∪K(N)

(f, pi)0

et donc µ(f)−min{µ(ft) : t 6= 0} =
∑

i∈J(N)((f, pi)0 −N(l, pi)0).

Donnons maintenant la démonstration de la proposition 1.1 :

Démonstration de la proposition 1.1. D’après la proposition 2.1(2) nous
avons les équivalences

(f − tlN : t 6= 0) est équisingulier ⇔ µ(ft) = min{µ(ft′) : t′ 6= 0}
⇔ K(N) = ∅ ⇔ N 6∈ Q(f, l).

Maintenant d’après la proposition 2.1(3) nous avons les équivalences

0 est une valeur régulière ⇔ µ(f) = min{µ(ft) : t 6= 0}
⇔ J(N) = ∅ ⇔ maxQ(f, l) ≤ N.

La troisième partie de la proposition est une conséquence de (1) et (2).

Soient maintenant f/h une fraction méromorphe (où f, h sont deux séries
premières entre elles) et g = g(x, y) une série irréductible telle que h 6≡ 0
(mod g). Soit (x(u), y(u)) ∈ C{u}2, (x(0), y(0)) = (0, 0), une paramétrisa-
tion de la branche g(x, y) = 0. Posons

(
f

h

)
(g) :=

f(x(u), y(u))
h(x(u), y(u))

∣∣∣∣
u=0
∈ C ∪ {∞}.

La proposition ci-dessous est due à Maugendre et Michel (voir [MM, Théo-
rème 1]) qui en ont donné une démonstration topologique.

Proposition 2.2 (sur la description des valeurs spéciales). Soit F =
(ft = f − tlN : t ∈ C) le pinceau défini par une courbe f(x, y) = 0 et
une courbe lisse l(x, y) = 0 qui n’est pas une composante de f(x, y) = 0.
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Notons µmin := inf{µ(ft) : t ∈ C}. Alors

{t ∈ C : µ(ft) > µmin} =
{(

f

lN

)
(g) : g ∈ B

}

où B est l’ensemble des branches g = 0 de la courbe polaire j(f, l) = 0 telles
que (f, g)0/(l, g)0 ≥ N .

Démonstration. En vertu de la proposition 2.1(2), (3) l’ensemble des
valeurs spéciales de (ft : t 6= 0) est égal à {ti : i ∈ K(N)} et de plus 0 est
une valeur spéciale si et seulement s’il existe une branche pi de j(f, l) = 0
telle que (f, pi)0 > (lN , pi)0.

Considérons la fraction meromorphe f/lN . Il suffit d’observer que
(f/lN )(pi) = ti si i ∈ K(N) et (f/lN )(pi) = 0 si i ∈ J(N).

Rappelons la notation de l’introduction : j(f, l) =
∏
q∈Q(f,l) jq et mq =

(l, jq)0.

Démonstration du lemme 1.3. En employant deux fois la formule de
Teissier nous obtenons

(f, l)0 − 1 = (l, j(f, l))0 =
∑

q∈Q(f,l)

(l, jq)0 =
∑

q∈Q(f,l)

mq,

et

µ(f) + (f, l)0 − 1 = (f, j(f, l))0 =
∑

q∈Q(f,l)

(f, jq)0 =
∑

q∈Q(f,l)

mqq.

Démonstration de la proposition 1.4. Fixons un t0 6= 0 et observons que

(ft0 , p)0 = (f − t0lN , p)0 ≥ min{(f, p)0, N(l, p)0}
avec égalité si t0 n’est pas une valeur spéciale. Ainsi

(ft0 , pi)0

(l, pi)0
=





min
{

(f, pi)0

(l, pi)0
, N

}
si

(f, pi)0

(l, pi)0
6= N ,

N si
(f, pi)0

(l, pi)0
= N et t0 est une valeur régulière,

et (ft0 , pi)0/(l, pi)0 > N si (f, pi)0/(l, pi)0 = N et t0 est une valeur spéciale.
Supposons maintenant que t0 est une valeur régulière. Si t0 = 0 alors

d’après la proposition 1.1 on a maxQ(f, l) ≤ N et nous avons N (ft0 , l) =
N (f, l) = N (f, l)N . Si t0 6= 0 les formules ci-dessus montrent que Q(ft0, l) =
{q ∈ Q(f, l) : q < N} ∪ {N}. Pour tout q′ ∈ Q(ft0 , l) la multiplicité de q′

en tant qu’invariant polaire de ft0 = 0 par rapport à l = 0 est égale à mq si
q′ = q < N et à

∑
q≥N mq si q′ = N . Ceci montre que N (ft0 , l) = N (f, l)N .

Le cas où t0 est une valeur spéciale et la fibre ft0 est réduite se démontre
d’une façon analogue.
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Démonstration de la proposition 1.6. D’après la proposition 2.2 les va-
leurs spéciales du pinceau (f−tlN : t ∈ C) différentes de zéro sont de la forme
(f/lN )(pi) où (f, pi)0/(l, pi)0 = N . On déduit le résultat de la définition de
la multiplicité mN .

Remarque 2.3. Le cas “dégénéré” de Maugendre–Michel [MM] con-
cerne les valeurs de N qui sont inférieures ou égales au plus petit invariant
polaire de f = 0. D’après la proposition 1.4 le polygone jacobien N (f, l)N
d’une fibre régulière a un côté joignant les points ((f, l)0 − 1, 0) et
(0, N(f, l)0−N). On a µmin = (N − 1)((f, l)0 − 1) et ηmin = N . Si
N < minQ(f, l) il y a une seule valeur spéciale t0 = 0. Par contre si
N = minQ(f, l) alors t0 = 0 est une valeur spéciale si et seulement si
Q(f, l) 6= {N}. De plus il existe toujours au moins une valeur spéciale t1 6= 0.

3. Développements de Puiseux. Soit f = f(x, y) ∈ C{x, y} une série
irréductible, y-régulière d’ordre n > 0, c’est-à-dire telle que ord f(0, y) = n.
D’après le théorème de Newton–Puiseux il existe une série y(t) ∈ C{t} sans
terme constant telle que f(tn, y(t)) = 0. De plus toute solution de l’équation
f(x, y) est de la forme y(εt) avec ε ∈ C tel que εn = 1. Il existe une suite
unique d’entiers positifs b1 < · · · < bh telle que {ord(y(εt) − y(t)) : εn = 1}
= {b1, . . . , bh}. Nous posons b0 = n et appelons la suite (b0, . . . , bh) la ca-
ractéristique de f . Soit ek = pgcd(b0, . . . , bk) pour k ∈ {1, . . . , h}. Posons

bk = bk +
1

ek−1

k−1∑

i=1

(ei−1 − ei)bi pour k ∈ {0, 1, . . . , h}

(en particulier b0 = b0 et b1 = b1).
La démonstration du théorème ci-dessous est donnée dans [Me] (voir

aussi [Eph]).

Théorème de Smith–Merle–Ephraim. Soit f = f(x, y) une série
irréductible de caractéristique (b0, . . . , bh) où b0 = (f, x)O. Alors il existe
une factorisation ∂f/∂y = g1 · · · gh dans C{x, y} telle que :

(1) (x, gk)O = b0/ek − b0/ek−1 pour k = 1, . . . , h.
(2) Si g est un facteur irréductible de gk alors

(f, g)O
(x, g)O

=
ek−1bk

b0
.

Notons que la suite (ek−1bk/b0) où k ∈ {1, . . . , h} est strictement crois-
sante et représente tous les invariants polaires de f = 0 par rapport à
x = 0 (cf. [Me]). Ainsi dans le cas où f est irréductible on a Q(f, l) =
{ek−1bk/b0}hk=1 et de plus gk = jq pour la valeur k ∈ {1, . . . , h} telle que
q = ek−1bk/b0. Cependant si f est réduite non irréductible la décomposition
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de la courbe polaire j(f, l) de [Ga] (qui est une généralisation du théorème
ci-dessus) est plus fine que la décomposition j(f, l) =

∏
q∈Q(f,l) jq montrée

dans l’introduction de cette note, comme le montre l’exemple donné à la
page 17 de [Ga].

Dans la suite nous notons C{x}∗ =
⋃
n≥1C{x1/n} l’anneau des séries de

Puiseux. Pour tout y(x1/n) =
∑
aix

ni/n ∈ C{x1/n} nous posons supp y(x1/n)
= {i : ai 6= 0}, et pour y(x1/n) =

∑
aix

ni/n ∈ C{x1/n} − {0},
ord y(x1/n) =

ni0
n
, in y(x1/n) = ai0x

ni0/n, inco y(x1/n) = ai0

où i0 est le plus petit élement de supp y(x1/n).
La proposition ci-dessous se trouve déjà dans [S], [Ga, la première partie

de la proposition 5.1] dans le cas où g est une branche de la courbe polaire
∂f/∂y = 0 de f(x, y) = 0.

Proposition 3.1. Fixons un k ∈ {1, . . . , h}. Soit g = g(x, y) une série
irréductible, y-régulière d’ordre p>0. Supposons que (x, g)0 6≡ 0 (mod b0/ek)
et (f, g)0/(x, g)0 > ek−2bk−1/b0 si k > 1. Alors pour tout développement de
Puiseux z(x1/p)∈C{x1/p} tel que g(x, z(x1/p))=0 on a bk/b0 6∈ supp z(x1/p).

Démonstration. Considérons le cas k = 1 et supposons que (x, g)0 6≡ 0
(mod b0/e1). Montrons que b1/b0 6∈ supp z(x1/p). Sinon, il existe un entier
r > 0 tel que b1/b0 = r/p avec p = (x, g)0, d’où b1(x, g)0 ≡ 0 (mod b0) et
(b1/e1)(x, g)0 ≡ 0 (mod b0/e1). Puisque les entiers b0/e1, b1/e1 sont premiers
entre eux nous avons (x, g)0 ≡ 0 (mod b0/e1), ce qui est une contradiction.

Passons maintenant au cas k > 1. Par hypothèse (f, g)0/(x, g)0 >
ek−2bk−1/b0, alors (x, g)0 = (b0/ek−1)q avec un entier q > 0 (voir [GP,
Lemma 5.1, p. 207]). Supposons que bk/b0 ∈ supp z(x1/p). Alors nous pou-
vons écrire bk/b0 = r/p = r/(x, g)0 avec un entier r > 0. Par conséquent
(x, g)0bk = rb0 et (b0/ek−1)qbk = rb0, d’où qbk ≡ 0 (mod ek−1) et qbk/ek ≡ 0
(mod ek−1/ek). Les entiers bk/ek, ek−1/ek sont premiers entre eux, d’où q ≡ 0
(mod ek−1/ek). Donc (x, g)0 = (b0/ek−1)q ≡ 0 (mod b0/ek), ce qui est une
contradiction.

Pour toute solution y(t) ∈ C{t} de l’équation f(tn, y) = 0 et pour tout
k ∈ {1, . . . , h}, notons yk−1(t) la somme de tous les termes de y(t) de
degré inférieur à bk. Soit fk−1(x, y) = 0 l’équation minimale de yk−1(t) ;
c’est un polynôme distingué irréductible tel que fk−1(tn, yk−1(t)) = 0 (voir
[GP, p. 204]). Notons que f(x, y(x1/n)) = 0 et fk−1(x, yk−1(x1/n)) = 0.

Lemme 3.2. Écrivons f(x, y) = u(x, y)
∏
εn=1(y − y(εx1/n)) où u(x, y)

∈ C{x, y}, u(0, 0) 6= 0. Soit g(x, y) ∈ C{x, y} une série irréductible, y-ré-
gulière et supposons que z(x1/p) ∈ C{x1/p} est un développement de Pui-
seux tel que g(x, z(x1/p)) = 0. Soit k ∈ {1, . . . , h}. Alors (f, g)0/(x, g)0 =
ek−1bk/b0 si et seulement si max{ord(z(x1/p)− y(εx1/n)) : εn = 1} = bk/b0.
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Démonstration. Voir [S], [Z1], [Me] dans des coordonnées génériques et
[GP, Lemma 3.4, p. 206] dans le cas général.

Proposition 3.3. Soit g une série irréductible, y-régulière d’ordre
p > 0 telle que (f, g)0/(x, g)0 = ek−1bk/b0 pour k > 0. Supposons que
(x, g)0 6≡ 0 (mod b0/ek). Alors pour toute série de Puiseux z(x1/p) ∈
C{x1/p} telle que g(x, z(x1/p)) = 0 il existe y(x1/n) ∈ C{x1/n} telle que
f(x, y(x1/n)) = 0 et ord(z(x1/p)− y(x1/n)) = bk/b0. De plus in f(x, z(x1/p))
= in f(x, yk−1(x1/n)).

Démonstration. Reprenons les notations du lemme 3.2. Soit z(x1/p) ∈
C{x1/p} une série telle que g(x, z(x1/p)) = 0. D’après la proposition 3.1
nous avons

bk/b0 6∈ supp z(x1/p).(1)

De plus, la condition (f, g)0/(x, g)0 = ek−1bk/b0 entrâıne, d’après le lemme
3.2, l’existence d’une série y(x1/n) ∈ C{x1/n} telle que f(x, y(x1/n)) = 0 et

ord(z(x1/p)− y(x1/n)) = bk/b0.(2)

D’après (1) et (2) le développement z(x1/p) a les mêmes termes de degré
plus petit que bk/b0 que la série y(x1/n), et le terme xbk/b0 n’apparâıt pas
dans z(x1/p) ; nous pouvons donc écrire

z(x1/p) = yk−1(x1/n) +Rk(x1/p) où ordRk(x1/p) > bk/b0.(3)

Par conséquent, nous obtenons

z(x1/p)− y(εx1/n) = (yk−1(x1/n)− y(εx1/n)) +Rk(x1/p)(4)

où ordRk(x1/p) > bk/b0. Rappelons que fk−1(x, yk−1(x1/n)) = 0 et
(f, fk−1)0/(x, fk−1)0 = bkek−1/b0 (voir [GP, Lemma 3.1, p. 204]) ; alors
d’après le lemme 3.2,

max{ord(yk−1(x1/n)− y(εx1/n)) : εn = 1} = bk/b0.(5)

Maintenant (4) et (5) impliquent

in(z(x1/p)− y(εx1/n)) = in(yk−1(x1/n)− y(εx1/n))(6)

et nous obtenons

in f(x, z(x1/p)) = u(0, 0) in
(∏

εn=1

(z(x1/p)− y(εx1/n))
)

= u(0, 0)
∏

εn=1

in(z(x1/p)− y(εx1/n))

= u(0, 0)
∏

εn=1

in(yk−1(x1/n)− y(εx1/n))

= in f(x, yk−1(x1/n)).
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4. Démonstration du théorème principal. Nous allons utiliser deux
ingrédients : le théorème de la factorisation de la polaire et la description
de valeurs spéciales d’un pinceau.

Dans la suite nous supposons que f = f(x, y) ∈ C{x, y} est une série irré-
ductible d’ordre plus grand que 1, y-régulière de caractéristique (b0, . . . , bh).

Proposition 4.1. Fixons un k ∈ {1, . . . , h} et supposons que l’invariant
polaire ek−1bk/b0 =: N est un entier. Alors le pinceau (ft := f−txN : t ∈ C)
a une seule valeur spéciale t1 6= 0. De plus

t1 =
(
f

xN

)
(fk−1)

où fk−1(x, y) = 0 est une branche définie dans la section 3.

Démonstration. D’après la proposition 2.2 toutes les valeurs spéciales
non nulles du pinceau (ft := f − txN : t ∈ C) sont de la forme (f/xN)(g)
où g = 0 est une branche de la polaire ∂f/∂y = 0 telle que (f, g)0/(x, g)0 =
ek−1bk/b0 = N . Dans la notation du théorème sur la factorisation de la
polaire, g divise gk et donc (x, g)0 ≤ (x, gk)0 = b0/ek − b0/ek−1 < b0/ek, ce
qui montre que (x, g)0 6≡ 0 (mod b0/ek).

Puisque (f, g)0/(x, g)0 = ek−1bk/b0, nous pouvons appliquer la proposi-
tion 3.3 aux séries f et g. Soit z(x1/p) ∈ C{x1/p} une série de Puiseux telle
que g(x, z(x1/p)) = 0. On a donc inco f(x, z(x1/p)) = inco f(x, yk−1(x1/n)).
Il est facile à voir que (f/xN )(g) = inco f(x, z(x1/p)) et

(
f

xN

)
(fk−1) = inco f(x, yk−1(x1/n)),

ce qui démontre la proposition.

Remarque 4.2. La formule t1 = (f/xN )(fk−1) montre que la valeur
spéciale t1 peut être calculée à l’aide des développements de Puiseux de
la courbe irréductible f(x, y) = 0. Plus précisément si y(x1/n) = · · · +
ab1x

b1/b0 + · · ·+ ab2x
b2/b0 + · · ·+ abhx

bh/b0 + · · · alors

t1 =
(
f

xN

)
(fk−1) = (−1)ek

e0

ek−1
u(0, 0)ae0−e1b1

· · · aek−2−ek−1
bk−1

a
ek−1
bk

.

Proposition 4.3. Soit g = g(x, y) ∈ C{x, y} une série irréductible, y-
régulière telle que (x, g)0 = (x, f)0. Supposons que N := (f, g)0/(x, g)0 ∈
Q(f, x) et η(f, x) > N . Alors η(g, x) > N .

Démonstration. On a N = ek−1bk/b0 pour k 6= h. Soit (b′0, . . . , b
′
h′) la

caractéristique de g. Du lemme 3.2 et l’hypothèse (x, g)0 = (x, f)0 il suit
que b′0 = b0, . . . , b

′
k−1 = bk−1 et b′k ≥ bk. Par conséquent b′k ≥ bk et η(g, x) =

e′h′−1b
′
h′/b

′
0 ≥ e′k−1b

′
k/b
′
0 ≥ ek−1bk/b0 = N.
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L’égalité η(g, x) = N entrâınerait b′k = bk et b′k = bk. La suite (b′0, . . . , b
′
k)

= (b0, . . . , bk) serait la caractéristique de g, ce qui est impossible car k < h
et donc pgcd(b0, . . . , bk) > 1.

Démonstration du théorème principal. Soit Φ une paire de séries telle
que l’application h 7→ h ◦Φ est un isomorphisme de l’anneau C{x, y}. Alors
ft ◦Φ et ft ont les mêmes valeurs spéciales. Nous pouvons donc, remplaçant
(ft : t ∈ C) par (ft−t0 : t ∈ C), supposer que t0 = 0.

Considérons les quatre cas distingués dans l’énoncé:

(1) Si η(f0, l) < N alors le pinceau (ft : t ∈ C) est équisingulier par la
proposition 1.1(3).

(2) Si η(f0, l) = N alors 0 est une valeur générique en vertu de la propo-
sition 1.1(2). Dans le cas où la courbe f0 = 0 est singulière l’existence d’une
seule valeur spéciale t1 6= 0 est une conséquence de la proposition 4.1. Si la
courbe f0 = 0 est lisse alors η(f0, l) = 1 et la valeur t1 est définie par la
relation df0 = t1dl(0).

(3) Si η(f0, l) > N et N 6∈ Q(f0, l) alors 0 est la seule valeur spéciale par
la proposition 1.1(1), (2).

(4) Si η(f0, l) > N et N ∈ Q(f0, l) alors la branche f0 = 0 n’est pas lisse.
La valeur t0 = 0 est spéciale par la proposition 1.1(2). L’existence d’une
seule valeur spéciale t1 non nulle est une conséquence de la proposition 4.1.

Pour montrer que toutes les fibres du pinceau (ft : t ∈ C \ {t0, t1}) sont
décomposables considérons g = ft avec un t 6∈ {t0, t1}. Il est facile à vérifier
que (f0, g)0/(x, g)0 = N . D’autre part η(g, x) = N d’après le corollaire 1.5.
Si g était irréductible alors on aurait η(g, x) > N par la proposition 4.3,
donc g est décomposable.

5. Exemples. Voici des exemples qui illustrent le théorème principal:

(1) Soit f(x, y) = 0 une branche de semi-groupe Γ(f) = 〈b0, . . . , bh〉 où
b0 = (f, l)0. Alors η(f, l) = eh−1bh/b0. Considérons le pinceau d’Ephraim
ft = f − tlb0 , t ∈ C. Ainsi le pinceau (ft : t ∈ C) est équisingulier si
et seulement si eh−1bh < b2

0 (l’inégalité d’Abhyankar–Moh [AM] et [GP]).
On a toujours eh−1bh 6= b2

0. Si eh−1bh > b2
0 alors le pinceau (ft : t ∈ C)

a une seule valeur spéciale t0 = 0. Toutes les fibres ft avec t 6= 0 sont
décomposables (voir [Eph, Corollary 2.2]). Ceci montre que pour un pinceau
d’Ephraim, l’équisingularité du pinceau, l’inégalité de Abhyankar–Moh et
l’irréductibilité de toutes les fibres (propriété de Moh, voir [Eph]) sont des
propriétés équivalentes.

(2) Soit f(x, y) = 0 la courbe irréductible de semi-groupe Γ (f) =
〈b0, . . . , bh〉. En particulier minQ(f, l) = b1. Prenons le pinceau ft = f −
tlb1 . Si h = 1, d’après le théorème 1.8 le pinceau (ft) a une seule valeur
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spéciale t1 6= 0. De plus la valeur de µ minimal pour le pinceau est µmin =
(b1 − 1)(b0 − 1). Par contre si h > 1 alors le pinceau a exactement deux
valeurs spéciales : t0 = 0 et t1 non nulle.

(3) Irréductibilité des fibres génériques du pinceau. Dans les hypothèses
du théorème 1.8 si η(ft0 , l) > N et N 6∈ Q(ft0 , l) alors t0 est la seule valeur
spéciale du pinceau (ft). Soit f0 = y2 − x5 (donc η(f0, l) = 5 est le seul
invariant polaire de f0) et prenons le pinceau ft := y2− x5− txN . Si N = 2
toutes les fibres ft associées aux valeurs non spéciales sont décomposables.
Par contre si N = 3 elles sont toutes irréductibles. Cet exemple nous permet
dire que dans le cas (3) du théorème on ne peut pas dire comment sont les
fibres génériques, car elles sont parfois décomposables (cet exemple pour
N = 2) et parfois irréductibles (le même exemple mais avec N = 3).

(4) Branches dont tous les invariants polaires sont entiers.

(a) Pour tout entier n ≥ 0 la suite (6, 8, 11 + 6n) est la caractéri-
stique d’une branche plane γn. Le semi-groupe associé à γn est
〈6, 8, 27 + 6n〉 et les invariants polaires sont {8, 9 + 2n}.

(b) La suite (30, 36, 46, 61) est la caractéristique d’une branche de
semi-groupe Γ = 〈30, 36, 190, 585〉 et les invariants polaires sont
{36, 38, 39}.

(5) Irréductibilité des fibres spéciales du pinceau. Dans les hypothèses du
théorème 1.8 si η(ft0 , l) = N alors il existe une seule fibre spéciale du pinceau
qui est différente de ft0 . Soit f0 = y3 + x4 + x5. Alors f0 est irréductible et
Q(f, x) = {4}. Considérons ft = f0 − tx4. Il y a une seule valeur spéciale
t1 = 1 et f1 = y3 − x5 est irréductible. Cependant si nous prenons f0 =
(y3 − x4)2 − x9, alors f0 est irréductible et Q(f, x) = {8, 9}. Considérons
ft = f0 − tx9. La seule valeur spéciale du pinceau est t1 = −1 et la fibre
spéciale est f−1 = (y3− x4)2, qui est non réduite. Cet exemple se généralise
pour toute branche f0 de caractéristique (b0, . . . , bh) avec h > 1 telle que
x = 0 soit transverse à f0 = 0, en utilisant la déformation de la courbe
monomiale de f0 = 0 (voir Appendice de Teissier dans [Z2]).

6. Singularités à l’infini d’un polynôme de deux variables com-
plexes. Soit F = F (x, y) ∈ C[x, y] un polynôme de degré N > 1 et
notons F ∗ = F ∗(x, y, z) ∈ C[x, y, z] la forme homogène correspondante
à F . Notons C la courbe projective (pas nécessairement réduite) d’équation
F ∗(x, y, z) = 0 et C∞ l’ensemble des points à l’infini de C défini par les
équations F ∗(x, y, z) = 0, z = 0. Pour décrire les singularités à l’infini de
l’application polynomiale F : C2 → C considérons le pinceau

Ct : F ∗(x, y, z)− tzN = 0, t ∈ C.
Pour tout point O ∈ C∞ le pinceau Ct détermine le pinceau local
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CtO : fO − tlNO = 0, t ∈ C,
où fO = 0 (resp. lO = 0) est une équation locale de C (resp. de la droite
à l’infini L∞ : z = 0). Si la courbe C est réduite nous notons Q(C,L∞) =⋃
OQO(C,L∞) où QO(C,L∞) est l’ensemble des invariants polaires de la

courbe locale CO par rapport à la droite de l’infini au point O ∈ C∞.
Par convention QO(C,L∞) = ∅ si C et L∞ s’intersectent en O transver-

salement.
Finalement, notons ΛO(F ) l’ensemble des valeurs spéciales du pinceau

local CtO, t ∈ C, et posons Λ(F ) =
⋃
O ΛO(F ). Les éléments de Λ(F ) s’ap-

pellent valeurs critiques à l’infini de l’application polynomiale F (voir [D]).
Notons que si la courbe Ct n’est pas réduite alors t ∈ Λ(F ). Si Λ(F ) = ∅ on
dit que le polynôme F est bon.

La deuxième et la troisième partie de la proposition ci-dessous sont bien
connues (voir [LVT], [NLVT], [CaP]).

Proposition 6.1. (1) Supposons que la courbe Ct0 est réduite. Alors
Λ(F ) ⊂ {t0} si et seulement si N 6∈ Q(Ct0 ,L∞).

(2) Pour tout t0 ∈ C : t0 6∈ Λ(F ) si et seulement si Ct0 est réduite et
supQ(Ct0 ,L∞) ≤ N (par convention sup ∅ = −∞).

(3) Le polynôme F est bon si et seulement si la courbe C est réduite et
supQ(C,L∞) < N .

Démonstration. On applique la proposition 1.1 aux pinceaux locaux C t
O,

t ∈ C, où O ∈ C∞.

Nous dirons que le polynôme F ∈ C[x, y] dépend d’une coordonnée
(affine) si F (x, y) = F 0(ax + by + c) où F 0 est un polynôme d’une seule
variable.

Nous omettons la démonstration simple du

Lemme 6.2. Supposons que le polynôme F n’a pas de facteurs multiples.
Alors les conditions suivantes sont équivalentes :

(1) Le polynôme F dépend d’une seule coordonnée.
(2) C∞ = {O} et (CtO : t ∈ C) est un pinceau de droites passant par le

point O.
(3) C∞ = {O} et µO(C) = (N − 1)2.

Nous pouvons maintenant démontrer la

Proposition 6.3. Supposons que C∞ = {O} et que C est réduite. Alors
minQO(C,L∞) ≤ N . Les conditions suivantes sont équivalentes :

(1) minQO(C,L∞) = N .
(2) Le polynôme F est sans facteurs multiples et dépend d’une seule co-

ordonnée.
(3) QO(C,L∞) = {N}.
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Démonstration. Fixons un entier N > 0. Il suffit de montrer que la con-
dition N ≤ minQO(C,L∞) implique que le polynôme F dépend d’une seule
coordonnée.

En effet, si N ≤ minQO(C,L∞) alors en utilisant la remarque 2.3 nous
trouvons que µmin = (N − 1)2. Soit t0 une valeur régulière. D’après le
lemme 6.2 le polynôme F − t0 dépend d’une seule coordonnée ; alors il en
est de même pour F .

Finalement, on peut dire que si C est une courbe réduite avec un seul
point à l’infini O ∈ L∞ alors le pinceau (CtO : t ∈ C) est dégénéré au sens
[MM] si et seulement si c’est un pinceau de droites passant par O.

Exemples. Les exemples ci-dessous sont donnés par différents auteurs
mais sans calcul des invariants polaires à l’infini.

(1) Soit F (x, y) = y2k(x + y)2 + (x + y)y, k > 1 (voir [CaP, p. 47]).
Les points à l’infini sont O1 = (1 : 0 : 0) et O2 = (1 : −1 : 0). On a
QO1(C,L∞) =

{ 4k2

2k−1

}
et QO2(C,L∞) = {4k}. Donc Λ(F ) = ΛO2(F ) = {0}

car degF = 2k + 2.
(2) Soit F (x, y) = x2y+xy2 +x5y3 +x3y5 (voir [D, p. 15]). Il y a quatre

points à l’infini mais c’est seulement en O1 = (0 : 1 : 0) et O2 = (1 : 0 : 0)
que la multiplicité d’intersection de C avec L∞ est plus grande que 1. On
a QO1(C,L∞) = QO2(C,L∞) = {15/2} et le polynôme F est bon car
degF = 8.

(3) Soit F (x, y) = y2n + x3nyn(x+ y)n + x4y (voir [LVTO, p. 418]). Il y
a trois points à l’infini O1 = (0 : 1 : 0), O2 = (1 : 0 : 0) et O3 = (1 : −1 : 0).
On a QO1(C,L∞) = {3n}, QO2(C,L∞) = {5n} et QO3(C,L∞) = {3n}.
Alors ΛO1(C,L∞) = ΛO3(C,L∞) = ∅. La valeur t0 = 0 est regulière mais
ΛO2(C,L∞) 6= ∅. De plus ]ΛO2(C,L∞) ≤ (C,L∞)0 − 1 = n − 1 d’après
le corollaire 1.7. On vérifie directement que ΛO2(C,L∞) = n − 1, donc
]Λ(F ) = n− 1.
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