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1. Introduction

Etant donné un représentant d’un germe réduit de courbe analytique plane, on
peut le voir comme ensemble des zéros d’une équation f(x,y) =0 avec
flx,y) € C{x, y} et £(0,0) =0, ou bien comme donné par les paramétrisations
de Puiseux de ses branches (composantes irréductibles). Dans cette dernicre
interprétation nous pouvons parler des exposants caractéristiques de chaque
branche de C et du contact entre deux branches C; et C; de C. Le contact peut
s’interpréter comme une mesure de coincidence entre les différentes paramétrisa-
tions de C; et C;; et aussi en fonction de la multiplicité d’intersection en 0 de ces
deux branches de C et de leur multiplicité en O.

Dans cet article nous voulons, a partir de cette interprétation d’une courbe,
exprimer des propriétés des courbes polaires génériques P(7) d’un germe réduit de
courbe analytique plane C a partir des propriétés de C. L’équation d’une courbe
polaire est

of +7 o 0,

dy 0x
et nous nous intéressons au contact avec les branches de C des branches de P(7).
Plus précisement, nous énongons un théoréme optimal (comme le montre un
exemple) de décomposition en paquets des branches de P(7). L’ensemble de ces
paquets est indexé par un graphe qui ne dépend que de la topologie de la courbe
C donnée. Par construction, toutes les branches d’un méme paquet ont le méme
contact avec chacune des branches de C et en conséquence un certain nombre des
premiers termes du développement de Puiseux de chaque branche de P(7) sont
donc indépendants de 7 d’aprés l’interprétation du contact comme mesure de
coincidence entre les paramétrisations. Toutes les propriétés qu’on en déduit ne
dépendent que du type topologique de C (de sa classe d’équisingularité); en
particulier la décomposition en paquets fournit des invariants numériques du type
topologique de C, dont Merle avait montré dans le cas ou C est irréductible qu’ils
déterminent ce type topologique.

Dans la deuxiéme partie de ce travail, nous cherchons a déterminer dans quelle
mesure le contact avec les branches de C des branches de P(7) détermine le type
topologique de C. Pour cela nous définissons une matrice qui ne dépend que du
type topologique de C et le détermine.

Dans un appendice, nous montrons comment retrouver le théoreme de

1991 Mathematics Subject Classification: 14H20, 32S10.
Proc. London Math. Soc. (3) 81 (2000) 1-28. © London Mathematical Society 2000.



2 EVELIA R. GARCIA BARROSO

Lé—Michel-Weber sur le comportement des polaires dans une résolution plongée
des singularités de C a partir des résultats prouvés dans la premicre partie.

L’étude du contact d’une singularité réduite de courbe plane avec sa polaire a
une longue histoire, remontant a Poncelet [11], Pliicker [10], et H. J. S. Smith
[13], dans la perspective de la démonstration de formules de Pliicker générales. Le
fait que la classe d’équisingularité de la polaire ne dépende pas seulement de la
classe d’équisingularité de C semble avoir été découvert par B. Segre [12]. Dans
la période récente, on s’est intéress€ aux caractéres de ce contact qui ne
dépendent que du type topologique de C, sous la forme du polygone de Newton
jacobien introduit dans [16], que Merle a déterminé, dans le cas ou C est
irréductible, en fonction des exposants de Puiseux de C. Ce résultat de Merle
faisait apparaitre que la courbe polaire se décomposait en paquets de branches
ayant méme contact avec C, la multiplicité de chaque paquet étant déterminée par
la topologie de C, alors que le nombre des branches de ce paquet peut varier avec
le type analytique de C. De nombreux travaux s’en sont suivis [7, 4, 1, 2, 3, ...].
Le résultat présenté ici généralise ce fait, et est optimal en un certain sens,
comme le montre ’exemple de la §5.3.

Je remercie vivement Bernard Teissier qui m’a proposé ce sujet et avec qui j’ai
eu des discussions fructueuses. Pendant la préparation de ce travail, 1’auteur a
bénéficié du soutien de la DGUI du gouvernement des Iles Canaries, et de
I’hospitalité du DMI de ’ENS de Paris.

2. Notations et premieres définitions

Soit f(x,y) =0, f(x,y) € C{x,y} et f(0,y)# 0 une équation d’un germe
irréductible de courbe plane a singularité isolée a I'origine (C,0)c (C?,0) de
multiplicité n. Si x = 0 est transverse a C, il existe une paramétrisation de C de la

forme suivante:
x=1t", y:Zaiti.

i=n

Ce qui équivaut a la paramétrisation a la Newton—Puiseux y =>;-, aixi/ ",
Toutes les autres paramétrisations a la Newton—Puiseux de C sont déduites de

cel/le—ci par ’action du group u, des racines n-iéme de 1’unité determinés par
1/n 1/n

x - wx ol w € u, est une racine primitive n-iéme de 1’unité. Soient
{Bo.....B,} =N les exposants caractéristiques de C qui sont définis par
récurrence de la maniere suivante:

Bo =m(C) =n,

B,+1 =min{i e N: @; #0 et i # 0 (mod p.g.c.d.(By.....B,))}.

Il existe g = 1 minimal tel que p.g.c.d.(By....,B,) = 1. Soient alors: [, = m(C) et
l, =p.gcd.(By,....B,) =p.gcd.(l,_1,B,). Donc il existe {(my,n.){_,} tels que
By =myly I,y =n,l, et pgcd(mg,n,)=1. Les paires {(my,ng){_,} sont
appelés paires caractéristiques de C.

Soit T'(C) = {(C, D): C n’est pas une composante de D} le semi-groupe de
valeurs de C, ou (C, D) est la multiplicité d’intersection a ’origine de C avec
une courbe quelconque D. D’aprés Zariski [18] il existe un systéme minimal de

génerateurs de T'(C), {BO,...,Bg} qui vérifie By =By =m(C), B, =B, et
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B,=n, 18,1+ B, —B,_1 pour tout g € {2,...,g}. De plus si C et D sont deux
branches a 1’origine, on appele contact de C avec D le nombre rationnel
cont(C,D)=n  max  {ord (y;(x"/") = z:(x'/™)}
m

Isisnlsjs J

ou m(C) =n, m(D) =m, { y,-(x(l/ "YYI_, est I'ensemble des paramétrisations 2 la
Newton—Puiseux de C et {z[(x(l/ ™Y, est I'ensemble des paramétrisations 2
la Newton—Puiseux de D. Le contact entre C et D donne donc une mesure de la
coincidence des paramétrisations a la Newton—Puiseux de C et de D. On doit

remarquer aussi que
cont(C, D)  cont(D, C)
m(C) — m(D)
D’autre part d’aprés les résultats de Smith, Zariski et Merle on peut relier la

multiplicité d’intersection a I’origine de deux branches C et D avec le contact
entre elles de la fagon suivante.

ProprosITION 2.1 (Smith [13], Zariski [19], Merle [9]). Soient C et D deux
germes de courbes irréductibles planes. Si o est un nombre rationnel et les
exposants caractéristiques de C sont {B,...,B,} tels que B, <o <, (par
convention 3, | = ) alors les deux conditions suivantes sont équivalentes:

(1) a = cont(C, D),

) (C.D) _ngBy+a—8
m(D) n...n,
out par convention ngo =n_; =1 et lo = m(C).

Soit maintenant un germe réduit de courbe analytique plane a singularité
isolée a I'origine (C,0)c(C? 0) de multiplicité n et C=C,U...UC, sa
décomesition en composantes irréductibles. Notons 7 I’ensemble {lr} et
{n; =Bp,....B,,} les exposants caractéristiques de C;, [ =p.g.c.d.(B,...,0B)
ou ke€{0,....g}, {(mp, m)}{_, les paires caractéristiques de C;, T'(C;) =
({Bo, - - -+ Bg, }) le semi-groupe de valeurs de C;, et o;; = cont(C;, C)) avecjlsé i ,

A chaque branche C; de C on va associer un ensemble S;:=S; US/ ou
s} = {Bi/n S et §? = {a;j/n;};+;. Par définition des paires caractéristiques
{(my, mp)}5 |, on a I'égalité

DEFINITION 2.1. Soient deux germes a l’origine de courbes réduites planes
C=f(x,y)=uf,...fret D=g(x,y) = vg;...g:. Soit {C; =f; = 0};_; I"’ensemble
des branches de C et {D; =g; = 0};_, I’ensemble des branches de D. On dit que
C et D sont équisingulieres (c’est-a-dire elles ont le méme type topologique) si

1) r=s;

(2) il existe une bijection ¢: {C;}i—; — {D,}i—; telle que:

(a) ¢(C;) = D; (au prix d’une renumérotation des branches de D),
(b) pour tout i, C; et D; sont des branches équisingulieres, c’est-a-dire elles
ont les mémes exposants caractéristiques,
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(c) pour tout i, j avec 1 <i,j<r, (C;, C;) = (D;, D;).

L’équisingularité est équivalente au fait que C et D sont topologiquement
équivalentes en tant que surfaces plongées dans C* (voir [18]).

3. Le diagramme d’Eggers

Le diagramme d’Eggers [4] est une représentation graphique commode des
exposants caractéristiques des différentes branches de la courbe C et aussi du
contact entre elles, c’est-a-dire qu’il est une représentation de la topologie de C,
puisque 1’on sait que le type topologique de (C,0)c (C?, 0) est déterminé par
ces nombres.

DErFINITION 3.1, Soit C; une branche de C, on appelle chaine élémentaire de
C; le graphe K; défini comme suit.
1. Les sommets sont des points noirs et un point blanc; les points noirs sont en
correspondance bijective avec les éléments de S; par une application v que
nous appelons valuation.

2. Le sommet blanc n’a pas de valuation.

3. Les sommets sont reliés de la facon suivante. Le sommet blanc est relié au
sommet noir de valuation la plus grande par une aréte, qui est discontinue si
la valuation est un ¢lément de S,-2 — S,-l. Si on prend un sommet noir, disons
Q, dont la valuation n’est pas maximale, il est relié au sommet de valuation
supérieure la plus proche par une aréte, qui est discontinue si 2(Q) est
dans Siz - S,-l.

Si on prend deux branches différentes C;, C; de C, on appelle graphe partiel K;;
de C; et Cj, le plus petit sous-graphe connexe de K; qui contient les sommets
Q € K; avec v(Q) < «;;/n;. Les graphes partiels K;; et K;; sont égaux.

Finalement on définit le diagramme d’Eggers T(C) de C comme le graphe
obtenu en identifiant les graphes partiels K;;, K;; dans la réunion disjointe des chaines
élémentaires K, ..., K,. On voit aussitot que deux germes de courbes réduites sont
équisinguliers si et seulement si ils ont le méme diagramme d’Eggers.

ExemPLE 3.1. Soit

C=f=ffh=[0"—x) -4’ —x[(? —x)* =4’ —x"] = 0.
Si C; =fi(x,y) =0 alors
¢l ,¢2_(3 9 7
S =8 Ui —{274}U{4}
et
S, =8uSs;={3. 7u{i}

Ainsi les chaines élémentaires sont

I 9/4

P 7/4 /4
I 32 32
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et le diagramme d’Eggers de C est

O%

.
N
N

7/4

312
o)

On appelle point base de T(C) le sommet de T(C) de valuation la plus petite.

REMARQUE 3.1. En général il n’y a pas de bijection entre les sommets noirs
de T(C) et ’ensemble [J;S;. Pour voir un exemple il suffit de prendre deux
branches C; et C, équisingulieres telles que cont(C;, C,) < Bgll.

Maintenant on va associer trois nombres a chaque sommet noir Q de 7(C):

d,(Q) est le nombre d’arétes discontinues de 7T(C) qui sortent de Q vers un
sommet noir de valuation plus grande ou vers un sommet blanc de T(C);
d>(Q) est le nombre d’arétes pleines de 7(C) qui sortent de Q vers un sommet

noir de valuation plus grande ou vers un sommet blanc de 7(C);
k(Q) est le nombre d’arétes pleines entre Q et le point base.

DErFINITION 3.2. Soit Q un sommet noir de 7(C). On dira que Q est un
sommet simple de T(C) si di(Q)+d,(Q)=1 (c’est-a-dire, d,(Q)=0 et
d,(Q) =1 puisque d,(Q) =0 et d,(Q) =1 a la méme fois est impossible). Dans
le cas contraire on dira que Q est un sommet de bifurcation.

LEmMME 3.1. 1. La courbe C contient deux branches transverses si et
seulement si la valuation du point base de T(C) est égale a 1.

2. Si Q est un sommet de T(C) tel que v(Q) = 1 (Q est le point base de T(C))

alors d,(Q) =0 et d\(Q) =t out t est le nombre des composantes tangentielles de
C, c’est-a-dire le nombre de droites tangentes distinctes de C.

Démonstration. 11 existe deux branches C; et C; de C telles que
(Ci, C;) = m(C;)m(C;) si et seulement si
(Ch C])
m(C))
Mais d’apres la proposition (2.1) on sait que (1) est équivalent a
cont(C;, C;) = By. De plus cont(C;, C;) =B si et seulement s’il existe un
sommet Q de T(C) tel que v(Q) = «;;/n; =1 et nécessairement Q doit étre le
point base de T(C). D’autre part, comme ov(Q)=1%p;/n; pour tout
ie{l,...,r} et pour tout k € {1,...,g;}, donc d,(Q) = 0. De plus si les chaines
¢lémentaires K; de C; et K; de C; sont séparées dans le sommet Q alors

cont(C;, G;)  cont(Cj, C;)

n; n]

= m(C,) = B, (1)

=1

et d’apres la proposition (2.1) on a (C;, C;) = n;n;, c’est-a-dire que K; et K; sont
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sépar€es dans le sommet Q si et seulement si C; et C; sont transverses. Alors
d,(Q) est égal au nombre de tangentes distinctes de C.

REMARQUE 3.2. La définition du diagramme d’Eggers est facilement exten-
sible a un germe de courbe réductible plane C=f(x,y) =uf""...f,”. 1l
suffit d’ajouter le nombre o¢; au sommet blanc qui correspond a la branche
C,=fi(x,y)=0de C.

4. La courbe polaire et le diagramme d’Eggers

Soient f: C*— Cun morphisme défini dans un voisinage ouvert V de 1’origine
et [=1I(x,y): C* — C une forme linéaire sur C*. On appelle courbe de niveau \
de f la courbe C(N)cV d’équation f(x,y) = N\. On appelle courbe polaire de f
dans la direction [ le lieu C; des points critiques dans V de (f,[): V — C?.

Si P est un point de C; alors ou bien P est un point singulier de C(\) ou bien
P est un point lisse de C(N) et la droite tangente a C(N) au point P est
parallele a /(x, y) = 0. Nous pouvons écrire I’équation d’une courbe polaire de f
sous la forme:

0-—47--=0, ou(o:7)eP'(C).

D’apres les résultats généraux sur 1I’équisingularité (voir [20] et [14]), il existe un
ouvert de Zariski U de I’espace IPI(C) des directions de projection tel que pour
(0:7) €U les courbes polaires soient toutes équisingulieres. Pour simplifier nous
nous restreindrons a considérer I’intersection de U avec I’ouvert affine o # 0,
poserons ¢ =1 et, pour re UN A', noterons P(7) la courbe polaire corre-
spondante, appelée par abus de langage courbe polaire générique. C’est la fibre au
dessus de 7€ A! de la surface P définie dans un ouvert de C° par

a—f +7 a—f =0.

dy ox
Toujours d’apres les résultats généraux sur 1’équisingularité (loc. cit.), il existe un
recouvrement de U par des ouverts relativement compacts (Us)s et pour chaque &
il existe un rayon €(8) > 0 tel que dans ’ouvert Us X B, (3)> la famille des courbes
polaires est une famille équisinguliére de courbes planes et en particulier pour tout
7 € Uy le nombre des composantes irréductibles de P(7) est constant et la surface
P de Us x B, (5) réunion des (P(7)),cy, est réunion des surfaces P, paramétrées de
la forme:

P, (U X Bey) = {(x.3): x = 1", y = y(t,. 7) avec y(tp. 7) € Ct,e 7).

Donc P(7) designe aussi bien la courbe polaire correspondant a la direction 7 que
la fibre au dessus de 7€ U de la surface P. Puisque la famille des P(7) est
équisinguliere pour 7 € U, nous nous permettrons souvent de supprimer le 7 pour
des caracteres numériques tels que multiplicités, nombres d’intersection, qui sont
constants pour 7€ U, et de méme pour les composantes irréductibles de P. Ainsi
on peut se permettre écrire P(7) = J;I'; comme la décomposition en composantes
irréductibles de la courbe P(7) et cette décomposition correspond a la
décomposition en composantes irréductibles de la surface P au voisinage du
point ((1:7),0).
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Kuo et Lu énoncent dans [7] le lemme suivant qui établit une relation entre les
ordres de coincidence de deux paramétrisations de C et les ordres de coincidence
d’une paramétrisation de C et une paramétrisation de P(7).

LEMMA 4.1 (Kuo and Lu [7]). Soient y,-(xl/"), yj(xl/") deux paramétrisations
de f(x,y) =0 on i #j. Alors il existe une paramétrisation zk(xl/ ™) de

af (x,
Ay =280

qui vérifie:
ord(3y(x'/") = z4(x"/™)) = ord(yy(x'/") — z4(x'/™)

= ord(y;(x"/") — y;(x"/")). (2)

Réciproquement, étant données une paramétrisation y,-(xl/ ") de f(x,y) =0 et une
paramétrisation Zk(xl/ ") de f,(x,y) =0, il existe une paramétrisation yj(x1 ") de
f(x,y) =0 vérifiant (2).

De plus, étant donnés une paramétrisation y,»(xl/ ") de f(x,y) =0 et un nombre
rationnel d >0 on a que

#{y,(x"/") € R(f): ord(y(x"/") — y(x'/")) = d}
= #{z:(x"/™) € R(f,): ord(y;(x"/") =z, (x"/™)) = d},

ou R(f) est I’ensemble de paramétrisations a la Newton—Puiseux de f(x,y) =0,
R(f,) est I’ensemble de paramétrisations a la Newton—Puiseux de f,(x,y) =0, n
est la multiplicité a lorigine de f(x,y) =0, et m est la multiplicité a I’origine
de f,(x,y) = 0.

Dans [6], Gwozdziewicz et Ptoski ont montré que ce lemme n’est pas vrai avec
les seules hypotheses de [7]. Cependant, comme il est montré dans [5], il suffit de
choisir des coordonnées (x, y) tel que C=f(x,y) =0 ne contient ni ’axe x =0
ni I’axe y = 0 pour que 1’énoncé soit correct. Nous nous placons désormais dans
des coordonnées telles que le lemme ci-dessus soit vrai.

A partir de ce résultat Eggers [4] donne des informations sur la multiplicité
des courbes qui sont la réunion des certaines branches d’une courbe polaire
générique d’une courbe réduite C en fonction de la multiplicité des branches de C.

LEMME 4.2 (Eggers [4]). Soit C; une branche de la courbe plane réduite C et
soit P(t) une courbe polaire générique de C. Pour tout nombre rationnel d >0
notons B,-d la courbe formée de toutes les branches T' de P(1) telles que
cont(C;, I') = n;d. Soit de plus D,-d la courbe formée de toutes les branches C; de
C telles que o;; = cont(C;, C;) = n;d. Alors

B) = m(D{) +nl...nl_ (= 1) sid=BL/n;,
m(D{) sid#Bi/n; pour tout ke {1,...,g}.
Maintenant définissons dans I’ensemble {I';}; des composantes irréductibles de
la courbe polaire générique P(7) la relation d’équivalence suivante:
I''RT,, <= cont(C;, T;) = cont(C;, T,,) pour chaque branche C; de C, (3)
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ou de maniere équivalente d’apres la proposition (2.1),

I'RT, <+ (2’(’;;;) = <ril(,I‘FmW5) pour chaque branche C; de C. (4)
Ainsi, la décomposition en ‘paquets’ que nous cherchons est caractérisée par le
fait que toutes les branches d’un méme ‘paquet’ auront le méme contact avec
chacune des branches de C. Nous allons relier ces ‘paquets’ de la courbe polaire
P(7) aux invariants topologiques de la courbe C grace au diagramme d’Eggers
T(C) de C.

ProrosITION 4.1. Il existe une correspondance bijective o entre ’ensemble
quotient {T';};/R et I’ensemble des sommets noirs de T(C).

Démonstration. Notons [I';] la R-classe d’équivalence de la branche T et I
I’ensemble {1,...,r} ou C =|J;—; C; est la décomposition de C en composantes
irréductibles. Si Q est un sommet noir de T7(C) notons I, I’ensemble
{ieI: Q€ K;} ou K; est la chaine élémentaire de la branche C;, et A, 1’ensemble
{T'; branche de P(7): cont(C;, T';) = n;v(Q) pour tout i € I}. L’ensemble A, n’est
pas vide. En effet, si Q est un sommet noir de 7(C) et i€, soient Bi”(Q) la
courbe formée de toutes les branches I' de P(7) qui vérifient cont(C;, I') = n; v(Q)
et Dl-v(@ la courbe formée de toutes les branches C; de C telles que o;; = n;9(Q).
D’apres le lemme (4.2) s’il existe g € {1,...,g;} tel que v(Q) = f,/n; alors

m(B.v(Q)) = m(Df(@) +ni.n (= 1)

1

et si o(Q)#B{/n; pour tout ke{l,...,g}, il existe jel tel que
oy; = cont(C;, C;) = m;v(Q)  donc m(D!?) =m(B"?)>0. De plus on a
I’égalité d’ensembles:

{Ap: Q est un sommet noir de 7(C)} = {T';},/R. (5)

En effet, soit Q€ T(C) un sommet noir et I'ye€A,. Si I',RT, alors
cont(C;, T',,) = cont(C;, T'y), donc pour tout i€ly on a cont(C;, T,) =n;v(Q),
c’est-a-dire T, € Ap.

Si maintenant T' € Ay, alors cont(C;, ') = cont(C;, Ty) pour tout i€ Iy, et si
i€l—1Iy alors v(Q)>oy;/n; =a;;/n; pour tout je€ly, donc cont(C;,T') =
cont(C;, I'y) = n;9(Q) > a;; = cont(C;, C;), et ainsi cont(C;, I'y) = cont(C;, I').

D’apres les propriétés des classes d’équivalence, si Ay # Ay alors Ay et Ay
sont disjoints. Soient maintenant [I'] une R-classe d’équivalence et C, une branche
de C telle que

cont(C,, I') {cont(Cq, I) }
m(Cp) T l=g=r m(Cq) ’

D’apres les lemmes (4.1) et (4.2),
cont(C,, T') € {B}i" ) U {ay}ier.jvp
donc il existe un sommet noir Q € K, qui vérifie

cont(C,, T')

AR
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et I' € Ay. D’autre part, si Q, Q' sont deux sommets noirs de T(C)onaQ= 0’
si et seulement si Ay = Ay

Par construction, si Q = Q' alors Ay =Ay. Démontrons I’autre implica-
tion. Supposons que Ay = Ay et Q/;ﬁ Q'. S’il existe ie/IQ NIy et T GA/Q =Ay
alors cont(C;, I') = n;9(Q) = n;9(Q"), donc v(Q) = v(Q") et comme Q, Q' € K; on
aQ= Q"

Maintenant supposons Ip NIy =0. Si i€ly, jely et I'eAy= A/Q on
peut écrire cont(T, C;) = m(T') - (Q) et aussi cont(T, C;) = m(T') - v(Q"). Mais
cont(C;, Gj) = a;; < mo(Q) et cont(C;, C;) = ay; < m;v(Q’) (puisque sinon i, j € I
et In N1y # 0). Donc si cont(I', C;) = cont(T', C;) alors

cont(C;, C;) = cont(T', C;) mr(li‘) =n;v(Q")
et
cont(C;, C;)  cont(C;, C;) _ ,
= =(Q)

n:

j n

avec Q' €K;NK;; ce qui est une contradiction. Ainsi le seul cas possible est
IQ M IQ/ 7é 0 ) )
Alors la bijection est donnée par:

o: {Q sommet noir de T(C)} — {Ap: Q € T(C) noir} = {T';},/R,

Eggers montre dans [4] les deux propositions suivantes. La premiere proposition
donne des résultats sur la multiplicité d’intersection d’une branche de la courbe polaire
avec une branche de C, et avec la deuxiéme proposition Eggers calcule la multiplicité
de chaque ‘paquet’ de la courbe polaire, c’est-a-dire de chacune des courbes
re:.=J r,c4, L1 de la courbe polaire P(7). Dans les deux cas les données utilisées
pour exprimer le résultat sont des invariants topologiques de C: la valuation, la
position sur le diagramme, la quantité et le type des arétes qui sortent du sommet Q de
T(C) associé a Ay, c’est-a-dire des données contenues dans T'(C).

PropPoOSITION 4.2 (Eggers [4]). Soit Q un sommet noir de T(C) et soit T'; un
élément de Ag.

1. Chaque branche C; de C avec i € Iy vérifie:
(a) cont(C;, T')) = n;v(Q);
(b)

Bii
(C.T))  Jni...nl
mT) ] { (G C))
min
m(C,)
2. Chaque branche C; de C telle que Q ne soit pas un élément de K; vérifie:

si Q est simple ou k = k(Q),

} si Q est de bifurcation et q € Ip — {i}.

cont(C;, I';) = cont(C;, C;)  pour i€ ly,
(G, T) _ (G, C)

mTy) — m(C)
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REMARQUE 4.1.  Soit Q un sommet noir de 7(C) tel que d,(Q) >0. Le fait
que l'aréte qui sort de Q dans la chaine élémentaire K; de 7(C) soit pleine
équivaut a dire que la valuation de Q est égale a By, ;/n; ou k = k(Q).

DEFINITION 4.1, Soit Q un sommet noir de 7(C) avec k = k(Q). Noterons I
le sous-ensemble de I, vérifiant:
* { Io si d»(Q)

= 0’
I, = .
¢7 ity v(Q) =Bl /n} sidy(Q)>0.

ProprosITION 4.3 (Eggers [4]).  Soient Q un sommet noirde T(C) eti € 1. On a:
> m(T) =ni .. ni(di(Q) + dr(Q)nf 1 — 1)

T, €40

oil k :=k(Q).

Nous attirons D’attention sur le fait suivant: le résultat de la proposition ci-
dessus est indépendant du choix de I'indice i car si i, j € I, alors les (k(Q) + 1)-
premicres paires caractéristiques de C; et C; coincident d’apres la valeur de
leur contact.

5. Théoreme principal de factorisation de la polaire

Le but de ce paragraphe est donner, a partir de la bijection o de la proposition
(4.1), une décomposition ‘en paquets’ {I’Q}Qe 1 d’une courbe polaire générique
P(r) ou L est I’ensemble de sommets noirs de T(C) de telle facon que la
valuation du sommet Q associée au ‘paquet’ I'¢:= Ur, co(o) T/ permette non
seulement de calculer les données (multiplicité a 1’origine et contact avec les
branches de la courbe C) du ‘paquet’ ¢ comme I'a déja fait Eggers [4], mais
aussi, a partir des résultats d’équisingularité de Zariski et Teissier [20, 14]
d’exprimer les développements de Puiseux de branches de la courbe polaire a
partir des développements de Puiseux de branches de la courbe C.

THEOREME 5.1. Soit C =\Ji—, C; un germe réduit de courbe plane. Dans
Us X B, (5 les composantes irréductibles de P(7) se rassemblent en | ensembles
(que nous appelerons ‘paquets’) {T'%(r)} indexés par les sommets noirs
(Qj)i1<j<; de T(C). De plus:

(1) m(I%) = ny...ng(di(Q)) + dz(Qj)”;OH — 1) oit k(Q;) =q et iy € Iy

(2) toute composante irréductible T' de I'% a un développement de Puiseux de

la forme:

xX=t,

g0 Bio
y = aniotm +...+ asnl_ot‘w +a I;Otﬁl +... +aﬁéot6q +...
+ay, (011" "0 M0 4 N b1,
s=mv(Q;)

oum = m(T'), t est un paramétre uniformisant, le tilde indique que les exposants

ont été divisés par n; /m et ou (a,l,_o, cees G, s Agios e Ao, ’ani(,v(Q,-)fl)
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sont les coefficients d’'un développement de Puiseux de C;, jusqu’au terme
n;, v(Q;) — }, et sont d0n€ lndependanfs de 7 pour toute valeur T qui
appartient a 'ouvert U d’équisingularité.
Remarquons que si dz(AQj) >0 on doit prendre iy de telle facon que I’aréte qui
sort de Q; dans la chaine K; wvers un sommet noir de valuation plus grande, ou
au sommet blanc est pleine.
De plus, le plus petit k tel que by(7) puisse dépendre de T est k =mv(Q;) si
mv(Q;) est un nombre entier et dans le cas contraire k = [mv(Q;)] +1 ou [ ]
dénote la partie entiere.

Démonstration. Soit P(r) =J,; I la decomposmon de P(7) en composantes
irréductibles. Pour tout sommet noir Q définissons I'¥ := queo I, ouoestla
correspondance bijective entre 1’ensemble des sommets 1101rs de T(C) et
I’ensemble des R-classes d’équivalence. D’apres la proposmon 4.1) et les
propriétés des classes d’équivalences on a P(7) =Jge T2 o L est I’ensemble
des sommets noirs de 7(C). Soit Q € L avec k(Q) = q. Alors Bq <nv(Q) < By
(si ¢g=0 on peut avoir 1’égalité 8, = n;v(Q) si le point base de T(C) est de
valuation égale a 1) pour tout i € IQ Soit i € I. D’apres la proposition (4.3),

m(T?) = Z m(}) =\’ ...nl(d,(Q) + d2(Q)n n' o —1).
T,eAp

De plus si I' € ¢(Q) alors cont(C,U, I') = n;;v(Q). Ainsi il existe une paramétrisa-

tion y; de C; et une paramétrisation yp de I' telles que I’ordre maximum de
coincidence entre y; et yp, soit o(Q). Donc si
s /i
Vig =y, X+ ...+ gy, X+ aﬁlioxﬁl Mig
I i 5io /n;
+Za3,0+ l,ox ) o ag xR

8ig

et yr => s=m bs(r)xs/m ou m := m(T") alors

i, v,
Yr =y X+ .ot dy, xs+a ;Oxﬁl /i +...+a, ioxﬁ‘l Imig 4
(nigo(Q)—1)/n;
+aniov<Q)—1x o o+ Z
s/m=v(Q
Ou bien, si ¢ est un parametre uniformisant, on peut écrire:
X = lm,
Yr = aniotm +...+ asni tsm +a iO tmﬁln/nio +...4+a io thqU/niO 4 ...
o) 11" 0O /m 4 > b
s=mv(Q)
Si nous notons E,’O = Bi"om/n,»o et li"’ = mli-o/n,»o, la paramétrisation yp sera:
xp = tm’
. B0 Bi0
yr=a, "+ Fa, " +a iotﬁlj +...+a iozﬁq + ...
+y, (g 11" 07O 0/ Z

x>m7)
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Si g=0cet 9(Q0)=1 a%ors yr et y;, n’ont pas d.e termes €gaux. D’apzrt‘?s la
construction de la paramétrisation yp et de la définition de contact, il est évident
que tous les exposants qui apparaissent dans yr sont entiers.

REMARQUE 5.1. Pour montrer le théoreme ci-dessus nous n’avons utilisé que
I’information contenue dans le diagramme d’Eggers de C et les paramétrisations
des branches de la courbe C. Remarquez bien que les coefficients des
paramétrisations dépendent du type analytique de la courbe C, mais les exposants
ne dépendent que du diagramme d’Eggers de C, que Iui méme ne dépend que de
la classe d’équisingularité de la courbe C.

5.1. Quelques propriétés d’une branche d’un paquet donné

Soient Q un sommet noir de 7(C) et T'? le paquet de la courbe polaire P(7)
associé a Q. Si k:=k(Q) =1 et i€l alors

Bi _ Bis
m(C) <D= ey (6)

L’inégalité (6) est aussi vraie pour k := k(Q) = 0 s’il n’existe pas de sommet noir
de valuation 1 dans 7(C). Ainsi, si I' est une branche de T2, alors
cont(C;, I') = n;9(Q), c’est-a-dire §; < cont(C;, I') < 8; . et d’apres les propriétés
du contact et la définition de T(C), on a:

(mf, n}) = (m;(T"), nj(T")) pour 1 <j <k,

ou (m;(T'), n;(T")) est la j-iéme paire caractéristique de la_branche I' de I'?. Donc
les k+ 1 premiers exposants caractéristiques de I' sont {By,...,B;} ou k = k(Q),
i€ly et Xx=mx/n; pour tout x et ou m:=m(l). De plus [(T):=
p.g.c.d.(By,...,B;) = ml; /n; pour tout j € {0,...,k}.

Attirons I’attention sur le fait suivant: bien que I’ensemble {(m;(T), nj(I’))}]’le
des paires caractéristiques soit indépendant de la branche I' de I'? choisie, le
nombre [;(T") avec 1 <j<k dépend de la branche I' choisie puisque toutes les
branches d’un méme paquet n’ont pas nécessairement la méme multiplicité.

REMARQUE 5.2. En général si T' est une branche de T'¢ avec k = k(Q) alors
I,(T')>1 comme on voit dans 1’exemple suivant. Soit C la courbe irréductible
d’équation ( y3 — x4)3 — x3y7 =0. Les exposants caractéristiques de C sont
{9, 12, 13}, donc sa courbe polaire P(7) est décomposée en deux paquets, dans
ce cas-la irréductibles. Le paquet 9 avec 2(Q) = 19—3 est une branche d’exposants
caractéristiques {6, 8, 9}, donc /;(T'?) =2 > 1. Ainsi la branche T'? a deux paires

caractéristiques comme la branche de départ C.

Cependant si [, (I') =1, on peut déterminer complétement toutes les paires
caractéristiques de I' a partir du lemme ci-dessus et on peut donc calculer sa
multiplicité a 1’origine puisque m(I") = n;(T")...n () (T') = n ...n;. De plus, si
T est une branche de T'¢ et k(Q) =1 alors m(T') =2, car n{ =2 pour tout k.
Ainsi les branches lisses de P(7) appartiennent aux paquets I' ot k(Q) = 0.
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LEMME 5.1. Soit Q un sommet noir du diagramme d’Eggers tel que v(Q) =
Br/n; ou C; est une branche de C. Alors pour toute branche T' du paquet re
on a:

Bi  Bd)
n;  m(T)

oii B(T) est le k-iéme exposant caractéristique de T.
De plus, si le sommet Q est simple alors B /n; < B(T')/m(T).

Démonstration. Supposons que

Bl) _Bi _ cont(C,T)

m(T) " n; n; ’

donc B;(T')/m(T") apparait dans le développement de Puiseux de C; et de plus
Bi1 :kal(r)<6k(lw) <6_Ii
n; m(T) ~ml) n;’
Donc il existe A € N tel que I _, divise X et B(T")/m(T') = (8{_, + \)/n;, donc
il existe \; € N tel que

B(T) _ m_i 4+ N oM+ N B (T) + MG (T)
mT) nj.o.oni_ n(T)...m_((T) m(T")

Donc B;(T') = Br_1(T) + Nl _1(T), c’est-a-dire que [, _;(T") divise B(T') ce qui
est une contradiction.

Maintenant si @ est un sommet simple et si nous supposons que
Bi/n; = By(I')/m(T") alors (m}, n;) = (m,(T"), n,(T')) pour tout 1=<r=<k. Donc
m(T) =n (T)...n(T)(T) = niy ...l (T') = nj...n;. Dautre part

m(T) <m(TQ) =n\ .. .nf_(nf —1) <n...n,

ce qui donne une contradiction.

PROPOSITION 5.1.  Soient Q un sommet noir simple de T(C) et T' une branche
du paquet re.
(1) Si Q est simple alors dans le développement de y de la branche T' le terme

"0 yoapparait pas.

(2) Si d,(Q) =d»(0) =1, v(Q) = Bi/n; et le terme 1" V*Q apparait dans le
développement de y de la branche T' alors le paquet I'9 est irréductible.

Démonstration. (1) Comme Q est un sommet simple de 7(C) il existe une
branche C; de C et k€ {1,...,g;} tels que v(Q) = B /n;. Supposons que le terme
Q) apparait dans le développement de y de T' avec m =m(T'). Alors
mv(Q) =mfB;/n; est un nombre entier. D’aprés le lemme ci-dessus
mv(Q) = mpBi/n; < Bi(T), donc I, (T) divise mov(Q), c’est-d-dire qu’il existe
NeN tel que mB;/n; = NI, _(T) donc B¢/l est un nombre entier, ce qui est
une contradiction.

(2) Comme le terme ("%@ apparait dans le développement de y de I' ou
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m = m(T) alors mv(Q) = mBj/n; est un nombre entier, donc

m};m _ mf(lk,](I‘)

i i i
ny ..., 1},

est un nombre entier. Mais p.g:c.d.(mi, ny) = 1 donc divise I, _1(I"). Ainsi il existe
ANeN tel que I, (I') = An. Cependant, m(I") =nj...nm_ L _(T') < m(l'9) =
' ...ni donc X = 1. Ainsi m(T') = m(T'?) et le paquet T'< est irréductible.

Le résultat (1) se trouve déja dans [13] et [17] dans le cas ou C est irréductible.

5.2. Quelques propriétés des paquets {FQ}QeL de la courbe polaire

Nous allons maintenant démontrer quelques résultats sur la relation entre la
multiplicité des paquets de la courbe polaire P(7) et la multiplicité des branches
de la courbe C.

PROPOSITION 5.2.  Soit Q un sommet noir de T(C). On a:
(1) m(T?) < ZielQ m(C;);

(2) si Q est simple alors m(T'?) <m(C;) pour toute branche C; de C telle
que i € 1.

Démonstration. (1) Si k = k(Q) alors v(Q) < B4, ,/n; pour toute branche C;
de C telle que i € Iy. De plus
M:={C:icly}
= {Ci: v(Q) = Bis1/m} U {Ci: v(Q) < Biy1/ni}
=M, UM,.
Mais si C; € My (si M; = 0 alors d,(Q) = 0 et il suffit prendre C; € M,) alors
m(T9) =n' .. .ni(d,(Q) + dr(Q)niq — 1)
= (di(Q) — V)ni...m + dr(Q)n ... 1y
< (#My)n' .. .nf 4+ (#M)R . nl

E: i i § i i
= nl...nk“‘ nl...nk+l

i, i,
i i i i
= E ny...ng + g ny...H,
ich, ieu,
= E m(C;) + E m(C;) = E m(C;).
i, i, icly

(2) Soit C; une branche de C telle que i€/, Comme Q est simple on a
9(Q) =By 1 /n; ot k =k(Q), d,(Q) =0 et d,(Q) = 1, donc

L=m(C)).

m(@T9) =n' . ni(nf, —1)<ni.. .0, $n"1...ngl_

REMARQUE 5.3. D’aprés la premiere partie du théoréme 5.1 on peut donner
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une borne pour le nombre de branches de la courbe polaire qui forment le paquet
I'Y. Plus précisement si on dénote L le nombre de branches de la courbe polaire
qui sont dans le paquet r? associé au sommet Q alors on a
L<d(Q)+dy(Q)niy ou k :=k(Q). Ainsi, si Q est simple on a L<ny ., et si
d,(Q) =0 le nombre de branches de la courbe polaire qui sont dans le paquet
associé au sommet Q est majoré par le nombre de branches C; de C qui vérifient
cont(C;, C;) = n;v(Q). Cela nous permet de déterminer, dans quelques cas, que le

paquet I'? de la courbe polaire est irréductible:

(1) si Q est un sommet noir de T(C) tel que d,(Q) =0 et d,(Q) =2 alors le
paquet I'? de la courbe polaire est irréductible;

(2) si Q est un sommet simple de T(C), i € I, et n;;H = 2 alors le paquet re
de la courbe polaire est irréductible.

5.3. Exemple optimal

Le théoreme 5.1 de décomposition de la courbe polaire est optimal si 1’on
ne fait pas d’hypothése supplémentaire, comme le montre 1’exemple suivant.
Soitlacourbe C=f =f, -fp =0 ou fi(x,y) = (y* —x°)* —4yx® —x% et fo(x, y) =

(y2 = x3)? —dyx’ —x.
Les développements de Puiseux de f;(x, y) = 0 sont
V| = X372 +x9/4,
Yo = x4 ix9/4,
vy =232 04
Yo = —x32 o4

et les développements de Puiseux de f,(x, y) = 0 sont

Vi =x3/? —I—x7/4,
y, = X324 ix7/4,
ys = 372 —x7/4,
Yy = 32774

Donc S{uST={3,2}0{2} et SyuS;={3, I} U{?}. Le diagramme

d’Eggers de C est

.
N

714

32

Si on calcule les différentes branches de P(7) on a

p(ry=rWour@ur®
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) _ 2 2\ 3
I‘():y:(—i—i—%’)x + (=8 -3 -8«

923 _ 6632 333 3514y 4
+(1024+256 287 T 64T)x +.

F(2>EY1:X3/2+lx7/4 16x + 256X 9/4“‘(_%"'%7)355/24‘---’
y2:—x3/2 7/4+16x —1—2'57%)69/4—(—%—1—57));/2—1—.. i
s =537 - Ly 7/4+16x2—ﬁx9/4+(—%4—%7’))65/2—1- .
y4:—x3/2+1x7/4+ﬁx2—%x9/4—(—%+£7)x5/2+.. ’
IO =y =32 4% 4 (472 (-5 4 L 22

+1i6(25273 +37% — 2257 — 7)x9/2 s
yy = R VE R (—i+77)x7/2 + (_%_,_%7-4_2717-2);54
- %(25273 +37% — 2257 — 7)x9/2 cee

On doit remarquer que dans le paquet r, d’apres le théoreme (5.1), le premier
terme qui peut apparaitre aprés le contact dépend de 7. Ceci montre que le
résultat du théoreme (5.1) est optimal.

6. Invariants polaires partiels et topologie

Ce paragraphe est consacré a 1I’étude des invariants polaires qui sont associ€s a
la courbe C. D’abord on calcule les invariants polaires introduits par B. Teissier;
ces sont les inclinaisons des cOtés du polygone de Newton jacobien défini dans
[16]. On sait bien d’aprés [9], dans le cas irréductible, que ces invariants ne
dépendent que de la topologie de C et la déterminent. Cependant ils ne sont pas
suffisants pour déterminer le type topologique de C quand C est une courbe
réduite non irréductible (voir [4]). Ici nous utilisons le concept d’invariant polaire
partiel [4] qui va nous permettre d’associer a la courbe C de composantes
irréductibles {C;};—; une matrice. Cette matrice sera appelée matrice des
invariants polaires partiels. Nous montrerons qu’elle ne dépend que de la
topologie de la courbe C et la détermine complétement si nous connaissons de
plus la multiplicité a I’origine de chaque branche C; de C.

6.1. Calcul des invariants polaires

Le but de ce paragraphe est calculer, pour le cas particulier d’un germe de courbe
plane réduite C, les invariants polaires introduits par B. Teissier dans [14]. On
rappelle que si P(7) est une courbe polaire générique de C et [J,T; est sa
décomposition en composantes irréductibles alors I’ensemble des invariants polaires
de C coincide avec {e(T)) := (e, +m;)/m;}; ou m; := m(T)) et ¢, + m; := (C, T).

DEFINITION 6.1.  Soit I une composante irréductible de la courbe polaire P(7).
Le nombre
(G, T)

est appelé invariant polaire partiel de T' par rapport a la branche C; de C.
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L’invariant polaire ‘classique’ €(I') de T', définie par Teissier [14] est égal a
Y i—1€&(T) ou r est le nombre de composantes irréductibles de la courbe C.
D’aprés la définition de la relation d’équivalence R, deux branches I' et T de la
courbe polaire P(7) sont R-équivalentes si et seulement si ¢(T') = ¢(T'') pour
toute branche C; de C. Ainsi nous pouvons associer a la R-classe d’équivalence
[['] de la branche T' de la courbe polaire le nombre ¢([I']) := ¢(T"). Ceci va nous
permettre associer 4 chaque paquet I'? le nombre €(I'?) :=¢(c '(Q)), ot o
est la correspondance bijective entre 1’ensemble des R-classes d’équivalence et
I’ensemble des sommets noirs de T(C).

D’apres I’égalité e(I') = > ;_; ¢(I'), toutes les branches de la courbe polaire
qui appartient aux méme paquet I'? ont le méme invariant polaire classique, et on
peut associer a chaque paquet I'? le nombre e(FQ) qui coincide avec I’invariant
polaire d’une branche quelconque I' de I'Y. Le réciproque n’est pas vraie en
général. Il suffit de prendre C=C,uC 2 ou C; et C, sont équisingulieres et
telles que o := cont(C;, C )<Bg Si B <a<fi. alors il y aura au moins
deux sommets différents Qk+1 et Qk+l de T(C) tels que si I' est une branche du
paquet I+ et & est une branche du paquet FQ“', alors ' et ® ont le méme
invariant polaire mais ne sont pas R-équivalentes.

LEMME 6.1. Si Q est un sommet noir de T(C) tel que Q € K; alors

nkﬁk + n; 7)(Q)

n I’lk

Ei(FQ)
ou k :=k(Q).

Démonstration. Cela résulte de la définition du paquet I'? et de la
proposition (2.1).

COROLLAIRE 6.1. Si Q est un sommet noir du diagramme d’Eggers de la
courbe C alors

(9 = Z nBi + n 7J(Q) Bi n Z (Ci, Ci,)

I’l I’lk

icly igly m(C;,)

on k= k(Q) et io S IQ

On obtient, comme corollaire, le résultat suivant qui est bien connu d’apres [16].

COROLLAIRE 6.2. Les invariants polaires de C ne dépendent que du type
topologique de la courbe C.

PROPOSITION 6.1. Soient Q et Q' deux somimets noirs de la chaine élémentaire
K; de C. Si v(Q) <v(Q) alors &(T'?) < ('?).

Démonstration. Soit {Q,...,Q,} 'ensemble ordonné (c’est-a-dire Q < Q' si
et seulement si v(Q) <v(Q’)) de la chaine élémentaire K; de T(C). Il faut
montrer que ¢(I'%) < (I'%+!) pour tout j € {1,...,s — 1}.
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Si k(Q;) = k(Qj41) =: k alors

_ ni Bl + nv(Q;) — Bi - ni By + mv(Q;.1) — Bi _

Q.
(™) ni...n ni...n

&I

car 2(0,) < 9(Q;. ). |
Si k:=k(Q;) <k(Qj;1) alors k(Q;;1) =k+1 et v(Q;) = Bt /n; donc

i i T
(M%) = Bist  _ Mes1Bii
' niLoonlonhLoong

- M1 By T 1i0(Qj41) — Bigr

nh.on
=(T'%")
car m;v(Q;4 1) >nv(Q;) = Bi s

COROLLAIRE 6.3. Soient Q et Q' deux sommets noirs de T(C) appartenant a

une méme chaine élémentaire du diagramme d’Eggers. Si v(Q) <v(Q") alors
e(T9) < ¢(I?).

COROLLAIRE 6.4. On a:
(1) ianGT(C){e(I‘Q)} = €(I'2%) ot Qy est le point base de T(C);

2) suerT(c){e(I’Q)} = suin{e(I’Q")} ou Q; est le sommet noir de valuation
la plus grande appartenant a la chaine élémentaire K; de T(C).

REMARQUE 6.1. Rappelons que les plus petits exposants 0; et 0, tels qu’il
existe un voisinage U de 0 dans C? et des constantes D, et D, tels que l'on ait
les inégalités de FEojasiewicz |gradf(z)|=D;|f(z)|"" et |gradf(z)| = D,|z|",
respectivement, sont appellés exposants de Fojasiewicz du gradient de la courbe C.

D’apres le corollaire ci-dessus et le corollaire 2 de [16, p.270] on peut calculer
ces exposants de Lojasiewicz pour une courbe réduite plane C. Plus précisement
si p :suin{e(FQf)} ou Q; est le sommet noir de valuation la plus grande
appartenant a la chaine éleméntaire K; de T(C), alors 6, =p/(p+ 1) et 6, = p.
Ainsi, d’apres le corollaire a la Kuiper—Kuo de [16, p.281], si f =/f, +f,01+-..
est la décomposition de f en composantes homogenes alors f et
F:=f, +fis1+...+f7p1+1 ont le méme type topologique et de plus [p] estle
plus petit entier g tel que si g —f est d’ordre supérieur ou égal a g+ 1 alors g a
le méme type topologique que f. La proposition suivante permet de calculer
explicitement la valeur de p (et en conséquence les valeurs de 6, et 6,) en
fonction de la topologie de C.

PROPOSITION 6.2. 1. Soient Q et Q' deux sommets noirs de la chaine
élémentaire K; de T(C). Alors:

0=0" < ¢€0(Q)=e(0(Q).

2. Si Q est un sommet noir de T(C) — K; alors €;,(0(Q)) = €(a(S)) ou S est le
sommet de valuation la plus grande du graphe partiel K;; des branches C; et C;
avec Q € K;.
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Démonstration. Si Q, Q' € K; alors

0=0" = Q) =0Q") = «&0(Q)=c(s(Q)).

Maintenant si @ un sommet noir de T(C)—K; et y€oa(Q) alors
cont(C;,y) = cont(C;, C;) ou je&lyp; donc cont(C;,7y) =mno(S) ou § est le
sommet de valuation la plus grande du graphe partiel K;; des branches C; et C;.
Ainsi (C;,v)/m(y) = (C;,T)/m(T') ou T €a(S) et alors €(0(Q)) =¢€(y) =
&(l') = €(a(9)).

COROLLAIRE 6.5. Les invariants polaires partiels ne dépendent que du type
topologique de la courbe C.

Démonstration. 11 est évident d’apres la proposition ci-dessus et le lemme 6.1.

6.2. La matrice des invariants polaires partiels

Le but de ce paragraphe est d’introduire le concept de matrice des invariants
polaires partiels et d’interpréter le théoreme de décomposition de la courbe
polaire a partir de cette matrice.

DEFINITION 6.2.  Soit C; une branche de C. La suite ¥; = (¢([']))r] est
appelée suite des invariants polaires partiels associés a la branche C; de C.

La longueur de la suite & coincide avec la cardinalité de 1I’ensemble des R-
classes d’equivalence qui est exactement le nombre des paquets {I‘Q}Q de la
courbe polaire. Donc la longueur de ; est égale au nombre des sommets noirs du
diagramme d’Eggers de C; elle est indépendante de la branche C;. Notons a la
longueur commune des suites {;};.

DEFINITION 6.3. On appele matrice des invariants polaires partiels de la
courbe C la matrice .# = (m;;) de taille rxa ou m;; = ¢([[j]) et {[[}]}j=; est
I’ensemble des R-classes d’équivalence.

D’apres la définition de la matrice .# la i-ieme ligne de .# coincide avec la
suite .. De plus le nombre des colonnes de .# est égal au nombre des sommets
noirs du diagramme d’Eggers 7(C) de C et le nombre des lignes de .# coincide
avec le nombre des sommets blancs de T(C).

On va voir maintenant un exemple.

ExeMpLE 6.1. Soit C une courbe a deux branches avec le diagramme

d’Eggers suivant:
N

N
>
N

7/4

32
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. . . . . 1 l
Alors les suites des invariants polaires partiels de C; et C, sont % = (6, 73, 75)

et %5 = (6, 1, 1), donc la matrice de taille 2 x 3 des invariants polaires partiels

> 2072
) avec a = 3.

de la courbe C est la suivante:
6.3. La matrice des invariants polaires partiels détermine le diagramme d’Eggers

Il
Y
AN D
N vl S
w5 R[5

Il est bien connu [9] que si C est une branche on peut retrouver la topologie de
C a partir des invariants polaires de C et de sa multiplicité a I’origine, et
cependant si C est une courbe réduite non irréductible alors les invariants polaires
de C et sa multiplicité ne sont pas suffisants pour calculer sa topologie, comme
Eggers montre avec 1’exemple suivant [4]:

1& 134 11/4 Xwix
@ @2 512 3/2
\ ' \ 4
Ay

N7 7/
@ @
T(C) )

Les deux courbes C et C' ont le méme ensemble des invariants polaires:
{8,10, 2, 14, 3]}, mais C et C' ne sont pas équisingulieres car 7(C) # T(C').
Le but de ce paragraphe est calculer le diagramme d’Eggers, et donc la
topologie de C a partir de la matrice des invariants polaires partiels .# et des
multiplicités des branches de la courbe C. L’idée est de dessiner la chaine
élémentaire K; de la branche C; et déterminer ses sommets de bifurcation a partir
de la suite ;. Une fois déterminé ainsi le squelette du diagramme d’Eggers T(C)

de C, on calculera la valuation de chaque sommet noir.

PROPOSITION 6.3. Le nombre des sommets noirs de la chaine élémentaire K;
de T(C) est égal au nombre d’éléments distincts de la suite ;.

Démonstration. D’aprés la proposition (6.2) on a que, si Q, Q' €K; avec
Q # Q' alors €(a(Q)) #e(a(Q")), et si PET(C)— K; alors il existe S €K; tel
que €, (0(P)) = ¢€(a(S)). Donc le nombre des sommets noirs de K; coincide avec
la cardinalité de 1’ensemble

o/ = {¢/([I']): [I'] est une R-classe d’équivalence}.

REMARQUE 6.2. Chaque suite % = (&([I']));r; détermine un ensemble
o/; = {€¢([I'])} de nombres rationnels. La suite .%; peut contenir des éléments
égaux mais dans I’ensemble .o7; tous les éléments sont différents; la longueur a de
la suite % est supérieure ou égale a la cardinalité #.o/; de 1’ensemble .oZ;. Si
z € o/; nous appellons multiplicité de z le nombre de fois que z apparait comme
élément de la suite .¥;.
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COROLLAIRE 6.6. [l existe une correspondance bijective p; entre I’ensemble .o/
et I'ensemble des sommets noirs de la chaine élémentaire K; de C; dans le
diagramme d’Eggers de la courbe C.

REMARQUE 6.3. D’apres le corollaire ci-dessus nous pouvons ordonner les
sommets noirs de la chaine élémentaire K; a partir de 1’ordre induit par @ dans
I’ensemble .o7; de la fagon suivante:

0<0 = p'(Q) =<p"' Q).

PROPOSITION 6.4. Le nombre des sommets noirs de T(C) qui n’appartiennent
pas a la chaine élémentaire K; de C; est a —#.9/; ou a est la longueur de la
suite S;.

Démonstration. C’est une conséquence de la proposition ci-dessus et de la
proposition (6.2).

PROPOSITION 6.5.  Sip est un élément de </; de multiplicité plus grande que 1 alors
le sommet p;(p) de la chaine élémentaire K; de C; est un sommet de bifurcation.

Démonstration. Soit A = {[I']: ¢([I']) = p}. La cardinalité de A est égale a la
multiplicité de p comme ¢€lément de la suite &, qui est plus grande que 1.
D’apres la proposition (6.2), le sommet p;( p) est donc de bifurcation.

Ainsi nous pouvons déterminer le nombre des sommets noirs que contient
chaque chaine élémentaire K; de T(C) et le nombre des sommets noirs qui sont
dans T(C) — K; a partir de la matrice .#. De plus avec la proposition ci-dessus
nous pouvons déterminer les sommets de bifurcation de chaque chaine élémentaire
K;. Avec toutes ces données nous savons le sommet ol sont separées deux chaines
¢lémentaires, c’est-a-dire, nous pouvons dessiner le squelette du diagramme 7(C)
et en particulier le squelette de chaque chaine élémentaire K; de T(C).

Il reste a calculer la valuation de chaque sommet de 7(C) et, étants données
deux sommets consécutifs Q et Q' avec Q un sommet de bifurcation, déterminer
si ’aréte qui les relie est pleine ou discontinue, car avec ces donnés nous avons
complété totalement le dessin du diagramme d’Eggers de la courbe. Pour finir de
construire le diagramme il suffit de compléter les valuations des sommets noirs de
chaque chaine élémentaire et les arétes qui joindrent les sommets car nous avons
deja, avec le squelette que nous venons de construire, ou sont separées les
differents chalnes élémentaires.

Nous avons besoin des deux lemmes suivants.

LEMME 6.2. Soit Q un sommet noir de T(C); alors
d)(Q) =0 <= ninh...no(Q)eN
pour tout i € Iy et ou k = k(Q).
Démonstration. Supposons que d,(Q) >0, alors il existe i€/, tel que

v(Q) = B}, /n; donc il existe i€ I, tel que n;-v(Q) = nl .o lio(Q) = Bi
et alors nin...mo(Q) = PBiri1 /I €N ce qui est une contradiction.
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Maintenant si d,(Q) = 0 alors 8} < n;9(Q) < B4, pour tout i € Iy, donc
(mj, n}) = (m{,n/) pour 1 <1<k, (7)
pour tous i, j€Iy. De plus il existe iy €Iy tel que n; v(Q) apparait dans le
développement de Puiseux de la branche C; et comme B <n; ,0(0) < BIEOH
alors " divise n;v(Q), c’est-a-dire n; v(Q) =N[° avec NeN. Donc
n ...n’Lv(Q) = N, et n...m v(Q) € N et d’apres (7) on a nj...nv(Q) €N
pour tout i € /.

LEMME 6.3. Soient Q et Q' deux sommets consécutifs de la chaine élémentaire
K; de C; avec v(Q) <v(Q"). On a:

4(0(0)) - efo(0)) =) Q) ®
nt...n
o k= k(Q").
Démonstration. Soient I' € 0(Q) et ' € 0(Q"). Deux cas sont possibles.

1: k(Q") = k(Q) =: k. D’apres la proposition (2.1):

o = (G D) _ niBi+no(Q) — B

ni...n
et
n (G ) B+ mv(Q) - Bi
(:,-(U(Q )) = m(I‘/) = nll n;{
donc
, _ mfv(Q") — v(Q)]
Q) —€(Q) = T
2: k(Q') = k(Q) 4+ 1 =: k+ 1. Dans ce cas-la n,9(Q) = ;. donc
_(C.T)_ Bl
6(0(Q)) = m(T)  ni...nk
et
' N (C;, T :ni+1m+niv(Q’)—ﬁi+1
&(0(27) m(T") niLon ’
donc

ei(Q/) —6(0) = nv(Q') — Bt _ ni[v(Q") — U(Q)].

i i i i
ny ..y ny ... M

Supposons maintenant que la chaine élémentaire K; a p sommets noirs
{01.....0,} ordonnés, c’est-a-dire Q;<Q;,, et que .&/; = {ay,...,a,} avec
a;<a;,; pour tout [ € {1,...,p— 1}. Il est clair d’aprés la construction ci-dessus
que p;(a;) = Q;. Ainsi a; = €;(0(Q))) = (C;, T;) /m(T), pour tout [ € {1,...,p} ou
I', € 0(Q)). Donc, d’apres le lemme (6.1) on a:

o "Bl m0(Q) ~ 6 o)

i i
ny...ng,

ou k; :=k(Qy) et n; := m(C;).
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Soit O, le sommet de bifurcation le plus petit de K;. Alors {Qy,...,Q),_} sont
des sommets simples de T(C), donc d,(Q;) =0, d2(Q;) =1 et k(Q) =1—1
pour tout /€ {l,....b—1}. Si I=1, on a a; =¢(o(Q;)) =n;v(Q,), donc

2(0;) = €(0(Q;))/n;. Comme on connait la valeur de €;(d(Q;)) et la multiplicité
n; de C;, on peut calculer la valuation du sommet Ql De plus comme Q; est un sommet
simple de 7(C) sa valuation est egale a ml/ ni, donc nous pouvons calculer a
partir de la valeur de v(Ql) la premiere paire caractéristique de la branche C; de C.

Maintenant, la premicre paire étant connue, nous calculons I :=n i/ n, et a
partir de la valeur ll et de la paire (ml,nl) nous calculons B] =mil] et le

premier générateur 3{ du semi-groupe de valeurs de C;. Si [ =2, on a

"161 +n; ‘U(Qz) - Bi

”1

a); =€ ( (Qz))

et nous pouvons retrouver la valeur de v(Q,). Comme elle coincide avec
mhy/ninh, on a niv(Q,) =mh/n, ou (mh, nh)=1. De cette maniére nous
calculons la deuxieme paire caractéristique de la branche C;, et en répétant la
méme processus que pour [ =1 nous calculons lé =n,/n n’é, B :m’élﬂ et

L =niBl +B5—Bi. En répétant ce processus nous calculons la valeur de v(Q,)
pour tout [€{l,...,b—1}. A cette étape du processus les b — 1 premiers
exposants caractérlsthues de C; sont connus. De plus comme k(Q,) =b—1
d’aprés (9) nous pouvons calculer v(Q,).

Nous pouvons écrire nj...n,_19(Q,) :=A/B avec p.g.c.d(A, B) = 1. Main-
tenant pour calculer la valuation du sommet Q,_,; on doit déterminer si 1’aréte
qui relie Q, avec Q,,; est pleine ou discontinue. Si B =1, I'aréte qui sort
de Q, vers le sommet Q,,; est discontinue (d’apres le lemme 6.2), donc
k(Qp,1) =k(Qp) =b—1 et nous pouvons déterminer la valuation de Q. a
partir de (9).

Supposons maintenant que B # 1. Si Q) est le dernier sommet noir de la chaine
€lémentaire K; 'aréte qui relie Q, avec le sommet blanc sera discontinue si
ny...n,_1 =m(C;) et pleine dans le cas contraire. Si Q, n’est pas le dernier
sommet définissons les deux nombres suivants:

.o [6(0(Qpy1)) — €(0(0p))]

Xy = 0 +2(Qp)
et
Xy = ”i1 -~-n§;—13[6i(0(Qb+1>) —€i(0(Qy))] +0(0,).

Comme B # 1, on a x; < x,. Maintenant calculons

nh—lﬁb_1+nxl Blla—l
n . ”b—1

Y1 =

et

; - ; ; ; n;x 1 An;

R | i i i iv2 i
Yoi=mp 1By = Bp_1nr..np_ g+ 7 E+ ; S
ny...n_, (n}...n,,_,)°B

D’aprés la construction de 1’ensemble .o/; il existe toujours j € {1,2} tel que
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yj = €(0(Qp+1)); il suffit se rendre compte que n;9(Q),) < B et que si nm;v(Q,)
coincide avec 8, alors la paire (A, B) coincide avec le b-ieme paire caractéristique
de C; et y, dévient la valeur de ¢€(0(Q,.1)) et si mov(Q,) <@, alors
€i(0(Qp41)) = 1. Ainsi si j=1 alors 9(Qy 1) =x; et k(Qp11) =k(Q)) =b—1
et si j=2 alors 9(Qpy1) = x5 et k(Qpy1) =k(Qp) +1=10.

De plus il existe une unique valeur j € {1, 2} qui vérifie y; = €;,(6(Qp+1)). En
effet, supposons que y; =y, = €;(0(Q, 1)) alors

n; xq n;x, 1 Ani

ny.oony o onh..n, B (ni...n, |)’B
donc
_ An;
it 7nisz+n’i ...ni B

1 An,-
nlxy——=x,| =————,
1Y BT Tl B

c’est-a-dire

mais x; — B 'x, = 9(Q,)(1 — B~") donc

1 A 1
1 - B e a—
”<Qb)( B> Bul...n_,
et comme n’l ...né_lv(Qb) =A/B alors B™' =0 ce qui est une contradiction.

Donc nous déterminons la valeur du sommet Q,,, | et a partir d’elle décidons si la
paire (A, B) est la b-iéme paire caractéristique de C; ou non.

Du cette manieére nous pouvons déterminer le type de 1’aréte qui sort du
sommet Q, vers le sommet Q,,, dans la chaine élémentaire K; de T(C). On
continue avec la méme methode pour retrouver les valuations de tous les sommets
de K;. En applicant le méme procédé pour chaque chaine élémentaire nous
arrivons a compléter le diagramme d’Eggers de C et donc a retrouver la topologie
de C a partir de la matrice des invariants polaires partiels .# et de I’ensemble des
multiplicités des branches de C.

REMARQUE 6.4. Nous pouvons utiliser dans le processus ci-dessus le Lemme 6.3
pour déterminer aussi les valeurs des sommets simples des chailnes élémentaires
du diagramme d’Eggers si la valeur du point base de T(C) est connue.

D’apres 1’étude ci-dessus on a le théoreme suivant.

THEOREME 6.1. La matrice des invariants polaires partiels M et I’ensemble
des multiplicités des branches de C déterminent la topologie de C.

Appendice. Le théoreme de Lé—Michel—Weber sur le comportement des polaires

Le but de cet appendice est montrer comment retrouver le théoreme de
Lé-Michel-Weber sur le comportement des polaires [8] a partir des résultats
ci-dessus et de la construction du graphe dual de la résolution plongée minimale
de la courbe C et sa comparaison avec le diagramme d’Eggers de C, qui sont
faites dans le premier chapitre de [5].
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Soit my: Ly — C? la résolution plongée minimale de C=f(x,y) =0 oi
f(0,0) =0 et f(x,y) € C{x,y} est réduit et non identiquement nul. Soient
Ey=m (0) le diviseur exceptionnel de m, et G le graphe dual de la résolution
plongée minimale de C.

Conventions sur le graphe de la résolution. Nous noterons #1 la composante
irréductible de E (et le sommet qui lui correspond dans G) créée lors du premier
éclatement, c’est-a-dire, lors de 1’éclatement de 1’origine dans C2.

Les arétes de G sont orientées positivement lorsqu’on les parcourt en
s’éloignant du sommet #I.

L’origine de 1’aréte o est le point du bord de « qui est le plus proche de #l;
tandis que son extremité est le point le plus €loigné.

La valence d’un sommet P de G, v(P), est le nombre d’arétes et de fleches (qui
représentent les composantes de la transformée stricte de la courbe dans Z,) qui
s’attachent a P.

Le sommet P est un sommet de rupture si v(P) = 3.

Le sommet P est une extrémité de G si P n’est pas égal a #1 et v(P) = 1.

Une branche morte de G est une géodésique de G reliant un sommet de rupture
a une extrémité et telle que tous les autres sommets sur la géodésique aient
valence 2. D’aprés la construction de G, d’'un sommet de rupture il part au plus
une branche morte.

Soit C la transformée stricte de C par .

Les éléments de I’ensemble I := C N E, sont appellées des points de contact
de C.

Soit maintenant P(7) une courbe polaire de C telle que (1:—7) n’appartient
pas au cone tangent de C.

Notons I, = P(7) N Ey ou P(7) est la transformée stricte de P(7) par .

THEOREME 6.2 (L&é—Michel-Weber [8]). On a les résultats suivants:

(1) INI, =0; en d’autres termes, P(1) se détache déja de C dans la résolution
minimale de C;

(2) si le cone tangent de C se compose exactement de deux droites, I, rencontre
la composante #1 exactement une fois et en un point lisse;

(3) I, rencontre au moins une fois chaque sommet de rupture de G sans
branche morte; les points de contact en question sont tous lisses dans E;

(4) I, rencontre chaque branche morte;

(5) I, ne rencontre aucune composante irréductible de E, qui n’est pas
mentionnée dans (2), (3) ou (4).

Démonstration. Soit C = C; U ... U C, la décomposition de C en composantes
irréductibles. Notons {83, ...,0,,} 1’ensemble des exposants caractéristiques de la
branche C; et «;; := cont(C;, C;) avec j#i. D’apres [7] et [4], on sait que si
P(r) = ;T est la décomposition en composantes irréductibles de P(7) alors

cont(C;, T)) € {B, ..., B} U{a}j2i = AUB.

En général A N B #0. Ainsi d’apres la construction (voir [5, chapitre 1, §1.4.2])
du graphe de la résolution G de Cona INnI = 0.
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Supposons maintenant que le cone tangent de C se compose exactement de
deux droites. D’apres le Lemme 3.1 le point base Q de T(C) vérifie v(Q) =1,
di(Q) =t—1, dy(Q) =0 ou t est le nombre des composantes tangentielles de C.
D’aprés la proposition 4.3 on a m(I'?) =7 — 1. Puisque 7 =2 le paquet I'? de
P(7) est une branche lisse telle que cont(C;, I'?) = m(C;) pour tout branche C; de
C. Donc la branche T'¢ est séparée de C au sommet #1 de G. De plus si E; | est
le diviseur qui apparait par éclatement de 1’origine de C?, alors la transformée
stricte de I'? passe par le point M de E | de telle fagon que la transformée stricte
de la courbe C ne passe pas par M, et comme on continue a éclater des points de
Ey qui sont différents de M alors M reste un point lisse de #1.

En général si C a t composantes tangentielles, I’ensemble I. rencontre la
composante #1 au minimum 1 fois (si 2 est irréductible) et au maximum ¢ — 1
fois (si < est composée de t — 1 branches lisses).

Soit maintenant I'; une branche fixée de P(7). Il y a deux possibilités.

L. I existe k€ Uj_ {L,...,g} eti€{l,....r} tels que cont(C;, T}) = .
2. Il existe 7, j€ {1,...,r} tels que cont(C;, I'}) = a;; avec a;; € A.

1. Si cont(C;, T';) = Bi d’apres ’étude des propriétés des branches de la courbe
polaire on a:

(@) (mj, n;) = (my(T;), n;(T))) avec 1 <j<k— 1.
De plus, d’apres la section 5.1 on a:

N

(b) les k premiers exposants caractéristiques de I, sont {E; }]’-‘;01 ou
x=x(mI)/n); N

(¢) 1(T)) = p.gcd.(Bo.....B8;) = (m(T))/n)lf = lji pour tout j € {1,....k—1}.
D’apres le lemme 5.1 on a:

(d) Bi/n; =< B(I';)/m(T).

Ainsi on a les résultants suivants.

(a) Si Bi/n; = Bi(T;)/m(T,), d’aprés la construction de G [5], T, est séparée
de C; dans le graphe G au sommet de rupture S, du sous-graphe G; de G', ou G'
est le graphe individuel de la résolution plongée minimale de C;. Si S, appartient
a une branche morte de G on est dans 1’énoncé (4) du théoreme. Si S,
n’appartient pas a une branche morte de G on est dans I’énoncé (3) du théoreme
(cela peut arriver s’il apparait un nouveau point de rupture de G dans la branche
morte a laquelle S, appartient comme élément du graphe individuel de C;).

(b) Si Bi/n; < B(T;)/m(T,), alors
Bi(Ty) = B 1 (L) + b1 (Ty) _ Bi(Ty) Bi_i n
) i, I
_ 6 _B/ﬁ-1
oy Loy
:5—51271 +
iy
>6k _Bk;] +lk71.
i

1

+1

(10)
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De plus si les développements en fractions continues sont

Bi(T)) = Br—1(T)) + L (T))
)

= [H, ..., hL ]

et
Bi —Bi—1+1li
I,
d’apres (10) il existe r € {O min{t’, t'}} tel que h; = h, pour I <j<r— 1,
et hl. # h Si r =0, d’apres 1’1nega11te (10), ho < ho donc I‘l est separee de C; au

0

premier sommet de la sous-chaine Kl qui forme le sous-graphe Gk de G', donc
en un sommet qui appartient a une branche morte de G. Si r=1, d’apres (10) et
les propriétés des développements en fractions contmues hl <h, et T, est separee

= [, ... H),

de C; au premier sommet de la sous-chaine K2 qui forme le sous- graphe Gk

de G', et comme hl > hl, ce sommet est un sommet de la chaine K1 de C; et
appartient a une branche morte de G. Il est évident, d’aprés la construction du
graphe dual de la résolution de C, que les points de contact sont tous lisses
dans E,.

2. Si cont(C;,T')) = a;; avec a;; €A, alors cont(C;, I';) = cont(C;, C;) € A,
c’est-a-dire cont(C;, I')) n’est pas un exposant caractéristique de C; de T est
séparée de C; au sommet ou C; est séparée de C;, c’est-a-dire dans un sommet de
bifurcation de G.

On trouve que I'; est toujours séparée dans un sommet d’une branche morte de
G. L’énoncé (5) du théoréme résulte aussitot de cette étude.

Erratum, le 21 mars 2000. L’argument utilis¢é dans la Proposition 4.1 pour
montrer que A, n’est pas vide est faux. Cependant le résultat est vrai et on peut
le déduire de la Proposition 4.3 (qui n’utilise pas la Proposition 4.1) car
>_r,ea,m(I;) =1 pour tout Q sommet noir de 7(C).

Je remercie Patrick Popescu Pampu de m’avoir fait remarquer cette erreur.
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