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1. Introduction

EÂ tant donneÂ un repreÂsentant d'un germe reÂduit de courbe analytique plane, on
peut le voir comme ensemble des zeÂros d'une eÂquation f �x; y� � 0 avec
f �x; y� 2 Cfx; yg et f �0; 0� � 0, ou bien comme donneÂ par les parameÂtrisations
de Puiseux de ses branches (composantes irreÂductibles). Dans cette dernieÁre
interpreÂtation nous pouvons parler des exposants caracteÂristiques de chaque
branche de C et du contact entre deux branches Ci et Cj de C. Le contact peut
s'interpreÂter comme une mesure de coõÈncidence entre les diffeÂrentes parameÂtrisa-
tions de Ci et Cj; et aussi en fonction de la multipliciteÂ d'intersection en 0 de ces
deux branches de C et de leur multipliciteÂ en 0.

Dans cet article nous voulons, aÁ partir de cette interpreÂtation d'une courbe,
exprimer des proprieÂteÂs des courbes polaires geÂneÂriques P�t� d'un germe reÂduit de
courbe analytique plane C aÁ partir des proprieÂteÂs de C. L'eÂquation d'une courbe
polaire est

¶ f

¶y
� t

¶ f

¶x
� 0;

et nous nous inteÂressons au contact avec les branches de C des branches de P�t�.
Plus preÂcisement, nous eÂnoncËons un theÂoreÁme optimal (comme le montre un
exemple) de deÂcomposition en paquets des branches de P�t�. L'ensemble de ces
paquets est indexeÂ par un graphe qui ne deÂpend que de la topologie de la courbe
C donneÂe. Par construction, toutes les branches d'un meÃme paquet ont le meÃme
contact avec chacune des branches de C et en conseÂquence un certain nombre des
premiers termes du deÂveloppement de Puiseux de chaque branche de P�t� sont
donc indeÂpendants de t d'apreÁs l'interpreÂtation du contact comme mesure de
coõÈncidence entre les parameÂtrisations. Toutes les proprieÂteÂs qu'on en deÂduit ne
deÂpendent que du type topologique de C (de sa classe d'eÂquisingulariteÂ); en
particulier la deÂcomposition en paquets fournit des invariants numeÂriques du type
topologique de C, dont Merle avait montreÂ dans le cas ouÁ C est irreÂductible qu'ils
deÂterminent ce type topologique.

Dans la deuxieÁme partie de ce travail, nous cherchons aÁ deÂterminer dans quelle
mesure le contact avec les branches de C des branches de P�t� deÂtermine le type
topologique de C. Pour cela nous deÂ®nissons une matrice qui ne deÂpend que du
type topologique de C et le deÂtermine.

Dans un appendice, nous montrons comment retrouver le theÂoreÁme de
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LeÃ±Michel±Weber sur le comportement des polaires dans une reÂsolution plongeÂe
des singulariteÂs de C aÁ partir des reÂsultats prouveÂs dans la premieÁre partie.

L'eÂtude du contact d'une singulariteÂ reÂduite de courbe plane avec sa polaire a
une longue histoire, remontant aÁ Poncelet [11], PluÈcker [10], et H. J. S. Smith
[13], dans la perspective de la deÂmonstration de formules de PluÈcker geÂneÂrales. Le
fait que la classe d'eÂquisingulariteÂ de la polaire ne deÂpende pas seulement de la
classe d'eÂquisingulariteÂ de C semble avoir eÂteÂ deÂcouvert par B. Segre [12]. Dans
la peÂriode reÂcente, on s'est inteÂresseÂ aux caracteÁres de ce contact qui ne
deÂpendent que du type topologique de C, sous la forme du polygone de Newton
jacobien introduit dans [16], que Merle a deÂtermineÂ, dans le cas ouÁ C est
irreÂductible, en fonction des exposants de Puiseux de C. Ce reÂsultat de Merle
faisait apparaõÃtre que la courbe polaire se deÂcomposait en paquets de branches
ayant meÃme contact avec C, la multipliciteÂ de chaque paquet eÂtant deÂtermineÂe par
la topologie de C, alors que le nombre des branches de ce paquet peut varier avec
le type analytique de C. De nombreux travaux s'en sont suivis [7, 4, 1, 2, 3, . . . ].
Le reÂsultat preÂsenteÂ ici geÂneÂralise ce fait, et est optimal en un certain sens,
comme le montre l'exemple de la § 5.3.

Je remercie vivement Bernard Teissier qui m'a proposeÂ ce sujet et avec qui j'ai
eu des discussions fructueuses. Pendant la preÂparation de ce travail, l'auteur a
beÂneÂ®cieÂ du soutien de la DGUI du gouvernement des Iles Canaries, et de
l'hospitaliteÂ du DMI de l'ENS de Paris.

2. Notations et premieÁres deÂ®nitions

Soit f �x; y� � 0, f �x; y� 2 Cfx; yg et f �0; y�ò 0 une eÂquation d'un germe
irreÂductible de courbe plane aÁ singulariteÂ isoleÂe aÁ l'origine �C; 0� Ì �C2; 0� de
multipliciteÂ n. Si x � 0 est transverse aÁ C, il existe une parameÂtrisation de C de la
forme suivante:

x � t n; y �
X
i > n

ai t
i:

Ce qui eÂquivaut aÁ la parameÂtrisation aÁ la Newton±Puiseux y �P i > n ai x
i=n.

Toutes les autres parameÂtrisations aÁ la Newton±Puiseux de C sont deÂduites de
celle-ci par l'action du group mn des racines n-ieÁme de l'uniteÂ determineÂs par
x1=n ! qx1=n ouÁ q 2 mn est une racine primitive n-ieÁme de l'uniteÂ. Soient
fb0; . . . ; bgg Ì N les exposants caracteÂristiques de C qui sont deÂ®nis par
reÂcurrence de la manieÁre suivante:

b0 � m�C � � n;

bq�1 � minfi 2N: ai 6� 0 et i ò 0 �mod p.g.c.d.�b0; . . . ; bq��g:
Il existe g > 1 minimal tel que p.g.c.d.�b0; . . . ; bg� � 1. Soient alors: l0 � m�C � et
lq � p:g:c:d:�b0; . . . ; bq� � p:g:c:d:�lqÿ1; bq�. Donc il existe f�mk; nk�gk�1g tels que

bq � mq lq, lqÿ1 � nq lq et p.g.c.d.�mq; nq� � 1. Les paires f�mk; nk�gk�1g sont

appeleÂs paires caracteÂristiques de C.
Soit G�C � � f�C; D�: C n'est pas une composante de Dg le semi-groupe de

valeurs de C, ouÁ �C; D� est la multipliciteÂ d'intersection aÁ l'origine de C avec
une courbe quelconque D. D'apreÁs Zariski [18] il existe un systeÁme minimal de
geÂnerateurs de G�C �, fb0; . . . ;bgg qui veÂri®e b0 � b0 � m�C �, b1 � b1, et
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bq � nqÿ1 bqÿ1 � bq ÿ bqÿ1 pour tout q 2 f2; . . . ; gg. De plus si C et D sont deux
branches aÁ l'origine, on appele contact de C avec D le nombre rationnel

cont�C; D� � n max
1 < i < n;1 < j < m

fordx�yi�x1=n� ÿ zj�x1=m��g

ouÁ m�C � � n, m�D� � m, fyi�x �1=n��gn
i�1 est l'ensemble des parameÂtrisations aÁ la

Newton±Puiseux de C et fzi�x �1= m��gm
i�1 est l'ensemble des parameÂtrisations aÁ

la Newton±Puiseux de D. Le contact entre C et D donne donc une mesure de la
coõÈncidence des parameÂtrisations aÁ la Newton±Puiseux de C et de D. On doit
remarquer aussi que

cont�C; D�
m�C � � cont�D; C �

m�D� :

D'autre part d'apreÁs les reÂsultats de Smith, Zariski et Merle on peut relier la
multipliciteÂ d'intersection aÁ l'origine de deux branches C et D avec le contact
entre elles de la facËon suivante.

Proposition 2.1 (Smith [13], Zariski [19], Merle [9]). Soient C et D deux
germes de courbes irreÂductibles planes. Si a est un nombre rationnel et les
exposants caracteÂristiques de C sont fb0; . . . ; bgg tels que bq < a < bq�1 ( par
convention bg�1 � 1) alors les deux conditions suivantes sont eÂquivalentes:

(1) a � cont�C; D�;
(2)
�C; D�
m�D� �

nq bq � aÿ bq

n1 . . . nq

;

ouÁ par convention n0 � nÿ1 � 1 et l0 � m�C �.

Soit maintenant un germe reÂduit de courbe analytique plane aÁ singulariteÂ
isoleÂe aÁ l'origine �C; 0� Ì �C2; 0� de multipliciteÂ n et C � C1 È . . . È Cr sa
deÂcomposition en composantes irreÂductibles. Notons I l'ensemble f1; . . . ; rg et
fni � b i

0; . . . ; b i
gi
g les exposants caracteÂristiques de Ci, l i

k � p:g:c:d:�b i
0; . . . ; b i

k�
ouÁ k 2 f0; . . . ; gig, f�mi

k; ni
k�ggi

k�1 les paires caracteÂristiques de Ci, G�Ci� �
hfb i

0; . . . ; b i
gi
gi le semi-groupe de valeurs de Ci, et ai j � cont�Ci; Cj� avec j 6� i.

AÁ chaque branche Ci de C on va associer un ensemble Si :� S1
i È S2

i ouÁ
S1

i � fb i
k =niggi

k�1 et S2
i � fai j =nigi 6� j. Par deÂ®nition des paires caracteÂristiques

f�mi
k; ni

k�ggi

k�1, on a l'eÂgaliteÂ

b i
k

ni

� mi
k

ni
1 . . . ni

k

:

DeÂ®nition 2.1. Soient deux germes aÁ l'origine de courbes reÂduites planes
C � f �x; y� � uf1 . . . fr et D� g�x; y� � vg1 . . . gs. Soit fCi � fi � 0gr

i�1 l'ensemble
des branches de C et fDi � gi � 0gs

i�1 l'ensemble des branches de D. On dit que
C et D sont eÂquisingulieÁres (c'est-aÁ-dire elles ont le meÃme type topologique) si

(1) r � s;

(2) il existe une bijection J: fCigr
i�1 ! fDigr

i�1 telle que:

(a) J�Ci� � Di (au prix d'une renumeÂrotation des branches de D),

(b) pour tout i, Ci et Di sont des branches eÂquisingulieÁres, c'est-aÁ-dire elles
ont les meÃmes exposants caracteÂristiques,
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(c) pour tout i; j avec 1 < i; j < r, �Ci; Cj� � �Di; Dj�.
L'eÂquisingulariteÂ est eÂquivalente au fait que C et D sont topologiquement

eÂquivalentes en tant que surfaces plongeÂes dans C2 (voir [18]).

3. Le diagramme d'Eggers

Le diagramme d'Eggers [4] est une repreÂsentation graphique commode des
exposants caracteÂristiques des diffeÂrentes branches de la courbe C et aussi du
contact entre elles, c'est-aÁ-dire qu'il est une repreÂsentation de la topologie de C,
puisque l'on sait que le type topologique de �C; 0� Ì �C2; 0� est deÂtermineÂ par
ces nombres.

DeÂ®nition 3.1. Soit Ci une branche de C, on appelle chaõÃne eÂleÂmentaire de
Ci le graphe Ki deÂ®ni comme suit.

1. Les sommets sont des points noirs et un point blanc; les points noirs sont en
correspondance bijective avec les eÂleÂments de Si par une application v que
nous appelons valuation.

2. Le sommet blanc n'a pas de valuation.

3. Les sommets sont relieÂs de la facËon suivante. Le sommet blanc est relieÂ au
sommet noir de valuation la plus grande par une areÃte, qui est discontinue si
la valuation est un eÂleÂment de S2

i ÿ S1
i . Si on prend un sommet noir, disons

Q, dont la valuation n'est pas maximale, il est relieÂ au sommet de valuation
supeÂrieure la plus proche par une areÃte, qui est discontinue si v�Q� est
dans S2

i ÿ S1
i .

Si on prend deux branches diffeÂrentes Ci, Cj de C, on appelle graphe partiel Ki j

de Ci et Cj, le plus petit sous-graphe connexe de Ki qui contient les sommets
Q 2 Ki avec v�Q�< ai j =ni. Les graphes partiels Ki j et Kj i sont eÂgaux.

Finalement on deÂ®nit le diagramme d'Eggers T�C � de C comme le graphe
obtenu en identi®ant les graphes partiels Ki j, Kj i dans la reÂunion disjointe des chaõÃnes
eÂleÂmentaires K1; . . . ;Kr. On voit aussitoÃt que deux germes de courbes reÂduites sont
eÂquisinguliers si et seulement si ils ont le meÃme diagramme d'Eggers.

Exemple 3.1. Soit

C � f � f1 ´ f2 � ��y2 ÿ x3�2 ÿ 4yx6 ÿ x9���y2 ÿ x3�2 ÿ 4yx5 ÿ x7� � 0:

Si Ci � fi�x; y� � 0 alors

S1 � S1
1 È S2

1 � f 3
2
; 9

4
gÈ f 7

4
g

et

S2 � S1
2 È S2

2 � f 3
2
; 7

4
gÈ f 7

4
g:

Ainsi les chaõÃnes eÂleÂmentaires sont
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et le diagramme d'Eggers de C est

On appelle point base de T�C � le sommet de T�C � de valuation la plus petite.

Remarque 3.1. En geÂneÂral il n'y a pas de bijection entre les sommets noirs
de T�C � et l'ensemble

S
i Si. Pour voir un exemple il suf®t de prendre deux

branches C1 et C2 eÂquisingulieÁres telles que cont�C1; C2� < b1
g1

.

Maintenant on va associer trois nombres aÁ chaque sommet noir Q de T�C �:
d1�Q� est le nombre d'areÃtes discontinues de T�C � qui sortent de Q vers un

sommet noir de valuation plus grande ou vers un sommet blanc de T�C �;
d2�Q� est le nombre d'areÃtes pleines de T�C � qui sortent de Q vers un sommet

noir de valuation plus grande ou vers un sommet blanc de T�C �;
k�Q� est le nombre d'areÃtes pleines entre Q et le point base.

DeÂ®nition 3.2. Soit Q un sommet noir de T�C �. On dira que Q est un
sommet simple de T�C � si d1�Q� � d2�Q� � 1 (c'est-aÁ-dire, d1�Q� � 0 et
d2�Q� � 1 puisque d2�Q� � 0 et d1�Q� � 1 aÁ la meÃme fois est impossible). Dans
le cas contraire on dira que Q est un sommet de bifurcation.

Lemme 3.1. 1. La courbe C contient deux branches transverses si et
seulement si la valuation du point base de T�C � est eÂgale aÁ 1.

2. Si Q est un sommet de T�C � tel que v�Q� � 1 (Q est le point base de T�C �)
alors d2�Q� � 0 et d1�Q� � t ouÁ t est le nombre des composantes tangentielles de
C, c'est-aÁ-dire le nombre de droites tangentes distinctes de C.

DeÂmonstration. Il existe deux branches Ci et Cj de C telles que
�Ci; Cj� � m�Ci�m�Cj� si et seulement si

�Ci; Cj�
m�Cj�

� m�Ci� � b i
0: �1�

Mais d'apreÁs la proposition (2.1) on sait que (1) est eÂquivalent aÁ
cont�Ci; Cj� � b i

0. De plus cont�Ci; Cj� � b i
0 si et seulement s'il existe un

sommet Q de T�C � tel que v�Q� � ai j =ni � 1 et neÂcessairement Q doit eÃtre le
point base de T�C �. D'autre part, comme v�Q� � 1 6� b i

k =ni pour tout
i 2 f1; . . . ; rg et pour tout k 2 f1; . . . ; gig, donc d2�Q� � 0. De plus si les chaõÃnes
eÂleÂmentaires Ki de Ci et Kj de Cj sont seÂpareÂes dans le sommet Q alors

cont�Ci; Cj�
ni

� cont�Cj; Ci�
nj

� 1

et d'apreÁs la proposition (2.1) on a �Ci; Cj� � ni nj, c'est-aÁ-dire que Ki et Kj sont
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seÂpareÂes dans le sommet Q si et seulement si Ci et Cj sont transverses. Alors
d1�Q� est eÂgal au nombre de tangentes distinctes de C.

Remarque 3.2. La deÂ®nition du diagramme d'Eggers est facilement exten-
sible aÁ un germe de courbe reÂductible plane C � f �x; y� � uf

j1

1 . . . f jr
r . Il

suf®t d'ajouter le nombre ji au sommet blanc qui correspond aÁ la branche
Ci � fi�x; y� � 0 de C.

4. La courbe polaire et le diagramme d'Eggers

Soient f : C2 ! C un morphisme deÂ®ni dans un voisinage ouvert V de l'origine
et l� l�x; y�: C2 ! C une forme lineÂaire sur C2 . On appelle courbe de niveau l
de f la courbe C�l� Ì V d'eÂquation f �x; y� � l. On appelle courbe polaire de f
dans la direction l le lieu Cl des points critiques dans V de � f ; l�: V ! C2.

Si P est un point de Cl alors ou bien P est un point singulier de C�l� ou bien
P est un point lisse de C�l� et la droite tangente aÁ C�l� au point P est
paralleÁle aÁ l�x; y� � 0. Nous pouvons eÂcrire l'eÂquation d'une courbe polaire de f
sous la forme:

j
¶ f

¶y
� t

¶ f

¶x
� 0; oÁu �j : t� 2 P1�C�:

D'apreÁs les reÂsultats geÂneÂraux sur l'eÂquisingulariteÂ (voir [20] et [14]), il existe un
ouvert de Zariski U de l'espace P1�C� des directions de projection tel que pour
�j : t� 2 U les courbes polaires soient toutes eÂquisingulieÁres. Pour simpli®er nous
nous restreindrons aÁ consideÂrer l'intersection de U avec l'ouvert af®ne j 6� 0,
poserons j � 1 et, pour t 2 U Ç A1 , noterons P�t� la courbe polaire corre-
spondante, appeleÂe par abus de langage courbe polaire geÂneÂrique. C'est la ®bre au
dessus de t 2 A1 de la surface P deÂ®nie dans un ouvert de C3 par

¶ f

¶y
� t

¶ f

¶x
� 0:

Toujours d'apreÁs les reÂsultats geÂneÂraux sur l'eÂquisingulariteÂ (loc. cit.), il existe un
recouvrement de U par des ouverts relativement compacts �Ud�d et pour chaque d
il existe un rayon e�d� > 0 tel que dans l'ouvert Ud ´ Be �d�, la famille des courbes
polaires est une famille eÂquisingulieÁre de courbes planes et en particulier pour tout
t 2 Ud le nombre des composantes irreÂductibles de P�t� est constant et la surface
P de Ud ´ Be �d� reÂunion des �P�t��t2U d

est reÂunion des surfaces Pq parameÂtreÂes de
la forme:

Pq Ç �Ud ´ Be �d�� � f�x; y�: x � t
mq
q ; y � y�tq; t� avec y�tq; t� 2 Cftq; tgg:

Donc P�t� designe aussi bien la courbe polaire correspondant aÁ la direction t que
la ®bre au dessus de t 2 U de la surface P. Puisque la famille des P�t� est
eÂquisingulieÁre pour t 2 U , nous nous permettrons souvent de supprimer le t pour
des caracteÁres numeÂriques tels que multipliciteÂs, nombres d'intersection, qui sont
constants pour t 2 U , et de meÃme pour les composantes irreÂductibles de P. Ainsi
on peut se permettre eÂcrire P�t� � S l Gl comme la deÂcomposition en composantes
irreÂductibles de la courbe P�t� et cette deÂcomposition correspond aÁ la
deÂcomposition en composantes irreÂductibles de la surface P au voisinage du
point ��1 : t�; 0�.
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Kuo et Lu eÂnoncent dans [7] le lemme suivant qui eÂtablit une relation entre les
ordres de coõÈncidence de deux parameÂtrisations de C et les ordres de coõÈncidence
d'une parameÂtrisation de C et une parameÂtrisation de P�t�.

Lemma 4.1 (Kuo and Lu [7]). Soient yi�x1=n�, yj�x1=n� deux parameÂtrisations

de f �x; y� � 0 ouÁ i 6� j. Alors il existe une parameÂtrisation zk�x1=m� de

fy�x; y� :� ¶ f �x; y�
¶ y

� 0

qui veÂri®e:

ord�yi�x1=n� ÿ zk�x1 =m�� � ord�yj�x1=n� ÿ zk�x1=m��
� ord�yi�x1=n� ÿ yj�x1 =n��: �2�

ReÂciproquement, eÂtant donneÂes une parameÂtrisation yi�x1=n� de f �x; y� � 0 et une
parameÂtrisation zk�x1=m� de fy�x; y� � 0, il existe une parameÂtrisation yj�x1=n� de
f �x; y� � 0 veÂri®ant (2).

De plus, eÂtant donneÂs une parameÂtrisation yi�x1=n� de f �x; y� � 0 et un nombre
rationnel d > 0 on a que

#fyj�x1=n� 2 R� f �: ord�yi�x1=n� ÿ yj�x1=n�� � dg
� #fzk�x1=m� 2 R� fy�: ord�yi�x1= n� ÿ zk�x1=m�� � dg;

ouÁ R� f � est l'ensemble de parameÂtrisations aÁ la Newton±Puiseux de f �x; y� � 0,
R� fy� est l'ensemble de parameÂtrisations aÁ la Newton±Puiseux de fy�x; y� � 0, n
est la multipliciteÂ aÁ l'origine de f �x; y� � 0, et m est la multipliciteÂ aÁ l'origine
de fy�x; y� � 0.

Dans [6], GwozÂdziewicz et Pøoski ont montreÂ que ce lemme n'est pas vrai avec
les seules hypotheÁses de [7]. Cependant, comme il est montreÂ dans [5], il suf®t de
choisir des coordonneÂes �x; y� tel que C � f �x; y� � 0 ne contient ni l'axe x � 0
ni l'axe y � 0 pour que l'eÂnonceÂ soit correct. Nous nous placËons deÂsormais dans
des coordonneÂes telles que le lemme ci-dessus soit vrai.

AÁ partir de ce reÂsultat Eggers [4] donne des informations sur la multipliciteÂ
des courbes qui sont la reÂunion des certaines branches d'une courbe polaire
geÂneÂrique d'une courbe reÂduite C en fonction de la multipliciteÂ des branches de C.

Lemme 4.2 (Eggers [4]). Soit Ci une branche de la courbe plane reÂduite C et
soit P�t� une courbe polaire geÂneÂrique de C. Pour tout nombre rationnel d > 0
notons Bd

i la courbe formeÂe de toutes les branches G de P�t� telles que
cont�Ci; G� � ni d. Soit de plus Dd

i la courbe formeÂe de toutes les branches Cj de
C telles que ai j � cont�Ci; Cj� � ni d. Alors

m�Bd
i � �

m�Dd
i � � ni

1 . . . ni
qÿ1�ni

q ÿ 1� si d � b i
q =ni ;

m�Dd
i � si d 6� b i

k =ni pour tout k 2 f1; . . . ; gig:

(

Maintenant deÂ®nissons dans l'ensemble fGlgl des composantes irreÂductibles de
la courbe polaire geÂneÂrique P�t� la relation d'eÂquivalence suivante:

Gl RGm () cont�Ci; Gl� � cont�Ci; Gm� pour chaque branche Ci de C, �3�
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ou de manieÁre eÂquivalente d'apreÁs la proposition (2.1),

Gl RGm () �Ci; Gl�
m�Gl�

� �Ci; Gm�
m�Gm�

pour chaque branche Ci de C. �4�

Ainsi, la deÂcomposition en `paquets' que nous cherchons est caracteÂriseÂe par le
fait que toutes les branches d'un meÃme `paquet' auront le meÃme contact avec
chacune des branches de C. Nous allons relier ces `paquets' de la courbe polaire
P�t� aux invariants topologiques de la courbe C graÃce au diagramme d'Eggers
T�C � de C.

Proposition 4.1. Il existe une correspondance bijective j entre l'ensemble
quotient fGlgl =R et l'ensemble des sommets noirs de T�C �.

DeÂmonstration. Notons �Gl� la R-classe d'eÂquivalence de la branche Gl et I
l'ensemble f1; . . . ; rg ouÁ C � S r

i�1 Ci est la deÂcomposition de C en composantes
irreÂductibles. Si Q est un sommet noir de T�C � notons IQ l'ensemble
fi 2 I: Q 2 Kig ouÁ Ki est la chaõÃne eÂleÂmentaire de la branche Ci, et AQ l'ensemble
fGl branche de P�t�: cont�Ci; Gl� � ni v�Q� pour tout i 2 IQg. L'ensemble AQ n'est

pas vide. En effet, si Q est un sommet noir de T�C � et i 2 IQ soient B
v�Q�
i la

courbe formeÂe de toutes les branches G de P�t� qui veÂri®ent cont�Ci; G� � ni v�Q�
et D

v�Q�
i la courbe formeÂe de toutes les branches Cj de C telles que ai j � ni v�Q�.

D'apreÁs le lemme (4.2) s'il existe q 2 f1; . . . ; gig tel que v�Q� � b i
q =ni alors

m�Bv�Q�
i � � m�Dv�Q�

i � � ni
1 . . . ni

qÿ1�ni
q ÿ 1�

et si v�Q� 6� b i
k =ni pour tout k 2 f1; . . . ; gig, il existe j 2 I tel que

ai j � cont�Ci; Cj� � ni v�Q� donc m�Dv�Q�
i � � m�Bv�Q�

i � > 0. De plus on a
l'eÂgaliteÂ d'ensembles:

fAQ: Q est un sommet noir de T�C �g � fGlgl =R: �5�
En effet, soit Q 2 T�C � un sommet noir et G0 2 AQ. Si Gm RG0 alors
cont�Ci; Gm� � cont�Ci; G0�, donc pour tout i 2 IQ on a cont�Ci; Gm� � ni v�Q�,
c'est-aÁ-dire Gm 2 AQ.

Si maintenant G 2 AQ, alors cont�Ci; G� � cont�Ci; G0� pour tout i 2 IQ, et si
i 2 I ÿ IQ alors v�Q� > ai j =ni � aj i =nj pour tout j 2 IQ, donc cont�Cj; G� �
cont�Cj; G0� � nj v�Q� > aj i � cont�Cj; Ci�, et ainsi cont�Ci; G0� � cont�Ci; G�.

D'apreÁs les proprieÂteÂs des classes d'eÂquivalence, si AQ 6� AQ 0 alors AQ et AQ 0

sont disjoints. Soient maintenant �G� une R-classe d'eÂquivalence et Cp une branche
de C telle que

cont�Cp; G�
m�Cp�

� max
1 < q < r

�
cont�Cq; G�

m�Cq�
�
:

D'apreÁs les lemmes (4.1) et (4.2),

cont�Cp; G� 2 fb p
i ggp

i�1 È fap jgj2 I; j 6� p;

donc il existe un sommet noir Q 2 Kp qui veÂri®e

cont�Cp; G�
m�Cp�

� v�Q�
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et G 2 AQ. D'autre part, si Q, Q 0 sont deux sommets noirs de T�C � on a Q � Q 0

si et seulement si AQ � AQ 0 .
Par construction, si Q � Q 0 alors AQ � AQ 0 . DeÂmontrons l'autre implica-

tion. Supposons que AQ � AQ 0 et Q 6� Q 0. S'il existe i 2 IQ Ç IQ 0 et G 2 AQ � AQ 0

alors cont�Ci; G� � ni v�Q� � ni v�Q 0�, donc v�Q� � v�Q 0� et comme Q; Q 0 2 Ki on
a Q � Q 0.

Maintenant supposons IQ Ç IQ 0 � 0= . Si i 2 IQ, j 2 IQ 0 et G 2 AQ � A0Q on
peut eÂcrire cont�G; Ci� � m�G� ´ v�Q� et aussi cont�G; Cj� � m�G� ´ v�Q 0�. Mais
cont�Ci; Cj� � ai j < ni v�Q� et cont�Cj; Ci� � aj i < nj v�Q 0� (puisque sinon i; j 2 IQ

et IQ Ç IQ 0 6� 0= ). Donc si cont�G; Ci�> cont�G; Cj� alors

cont�Cj; Ci�> cont�G; Cj�
nj

m�G� � nj v�Q 0�
et

cont�Cj; Ci�
nj

� cont�Ci; Cj�
ni

> v�Q 0�

avec Q 0 2 Ki Ç Kj; ce qui est une contradiction. Ainsi le seul cas possible est
IQ Ç IQ 0 6� 0= .

Alors la bijection est donneÂe par:

j: fQ sommet noir de T�C �g ÿ! fAQ: Q 2 T�C � noirg � fGlgl =R;

Qÿ! AQ :

Eggers montre dans [4] les deux propositions suivantes. La premieÁre proposition
donne des reÂsultats sur la multipliciteÂ d'intersection d'une branche de la courbe polaire
avec une branche de C, et avec la deuxieÁme proposition Eggers calcule la multipliciteÂ
de chaque `paquet' de la courbe polaire, c'est-aÁ-dire de chacune des courbes
GQ :� SGl 2AQ

Gl de la courbe polaire P�t�. Dans les deux cas les donneÂes utiliseÂes
pour exprimer le reÂsultat sont des invariants topologiques de C: la valuation, la
position sur le diagramme, la quantiteÂ et le type des areÃtes qui sortent du sommet Q de
T�C � associeÂ aÁ AQ, c'est-aÁ-dire des donneÂes contenues dans T�C �.

Proposition 4.2 (Eggers [4]). Soit Q un sommet noir de T�C � et soit Gl un
eÂleÂment de AQ .

1. Chaque branche Ci de C avec i 2 IQ veÂri®e:

(a) cont�Ci; Gl� � ni v�Q�;
(b)

�Ci; Gl�
m�Gl�

�
b i

k�1

ni
1 . . . ni

k

si Q est simple oÁu k � k�Q�;

min

� �Ci; Cq�
m�Cq�

�
si Q est de bifurcation et q 2 IQ ÿ fig:

8>>><>>>:
2. Chaque branche Cj de C telle que Q ne soit pas un eÂleÂment de Kj veÂri®e:

cont�Cj; Gl� � cont�Cj; Ci� pour i 2 IQ ;

�Cj; Gl�
m�Gl�

� �Cj; Ci�
m�Ci�

:
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Remarque 4.1. Soit Q un sommet noir de T�C � tel que d2�Q� > 0. Le fait
que l'areÃte qui sort de Q dans la chaõÃne eÂleÂmentaire Ki de T�C � soit pleine
eÂquivaut aÁ dire que la valuation de Q est eÂgale aÁ b i

k�1 =ni ouÁ k � k�Q�.

DeÂ®nition 4.1. Soit Q un sommet noir de T�C � avec k � k�Q�. Noterons I �Q
le sous-ensemble de IQ veÂri®ant:

I �Q �
IQ si d2�Q� � 0;

fi 2 IQ: v�Q� � b i
k�1 =nig si d2�Q� > 0:

(

Proposition 4.3 (Eggers [4]). Soient Q un sommet noir de T�C � et i 2 I �Q. On a:X
Gl 2AQ

m�Gl� � ni
1 . . . ni

k�d1�Q� � d2�Q�ni
k�1 ÿ 1�

ouÁ k :� k�Q�.

Nous attirons l'attention sur le fait suivant: le reÂsultat de la proposition ci-
dessus est indeÂpendant du choix de l'indice i car si i; j 2 I �Q alors les �k�Q� � 1�-
premieÁres paires caracteÂristiques de Ci et Cj coõÈncident d'apreÁs la valeur de
leur contact.

5. TheÂoreÁme principal de factorisation de la polaire

Le but de ce paragraphe est donner, aÁ partir de la bijection j de la proposition
(4.1), une deÂcomposition `en paquets' fGQgQ2L d'une courbe polaire geÂneÂrique
P�t� ouÁ L est l'ensemble de sommets noirs de T�C � de telle facËon que la
valuation du sommet Q associeÂe au `paquet' GQ :� SGl 2 j�Q� Gl permette non
seulement de calculer les donneÂes (multipliciteÂ aÁ l'origine et contact avec les
branches de la courbe C ) du `paquet' GQ comme l'a deÂjaÁ fait Eggers [4], mais
aussi, aÁ partir des reÂsultats d'eÂquisingulariteÂ de Zariski et Teissier [20, 14]
d'exprimer les deÂveloppements de Puiseux de branches de la courbe polaire aÁ
partir des deÂveloppements de Puiseux de branches de la courbe C.

TheÂoreÁme 5.1. Soit C � S r
i�1 Ci un germe reÂduit de courbe plane. Dans

Ud ´ Be �d� les composantes irreÂductibles de P�t� se rassemblent en l ensembles
(que nous appelerons `paquets') fGQ j�t�g indexeÂs par les sommets noirs
�Qj�1 < j < l de T�C �. De plus:

(1) m�GQ j� � n
i0

1 . . . ni0
q �d1�Qj� � d2�Qj�ni0

q�1 ÿ 1� ouÁ k�Qj� � q et i0 2 IQ j
;

(2) toute composante irreÂductible G de GQ j a un deÂveloppement de Puiseux de
la forme:

x � t m;

y � ani0
t m � . . .� as ni0

t s m � a
b

i0
1

t
Äb

i0
1 � . . .� a

b
i0
q

t
Äb

i0
q � . . .

�ani 0
v �Q j�ÿ1 t m�ni0

v�Q j�ÿ1�=ni 0 �
X

s > m v �Q j�
bs�t� t s;

8>>>><>>>>:
ouÁ m � m�G�, t est un parameÁtre uniformisant, le tilde indique que les exposants
ont eÂteÂ diviseÂs par ni 0

=m et ouÁ �an i 0
; . . . ; asn i 0

; a
b

i 0
1

; . . . ; a
b

i 0
q
; . . . ; an i 0

v �Q j�ÿ1�
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sont les coef®cients d'un deÂveloppement de Puiseux de Ci0
, jusqu'au terme

ni0
v�Qj� ÿ 1, et sont donc indeÂpendants de t pour toute valeur t qui

appartient aÁ l'ouvert U d'eÂquisingulariteÂ.

Remarquons que si d2�Qj� > 0 on doit prendre i0 de telle facËon que l'areÃte qui
sort de Qj dans la chaõÃne Ki0

vers un sommet noir de valuation plus grande, ou
au sommet blanc est pleine.

De plus, le plus petit k tel que bk�t� puisse deÂpendre de t est k � mv�Qj� si
mv�Qj� est un nombre entier et dans le cas contraire k � �mv�Qj�� � 1 ouÁ [ ]
deÂnote la partie entieÁre.

DeÂmonstration. Soit P�t� � S l Gl la deÂcomposition de P�t� en composantes
irreÂductibles. Pour tout sommet noir Q deÂ®nissons GQ :� SGq 2 j �Q� Gq ouÁ j est la
correspondance bijective entre l'ensemble des sommets noirs de T�C � et
l'ensemble des R-classes d'eÂquivalence. D'apreÁs la proposition (4.1) et les

proprieÂteÂs des classes d'eÂquivalences on a P�t� � SQ2 L GQ ouÁ L est l'ensemble
des sommets noirs de T�C �. Soit Q 2 L avec k�Q� � q. Alors b i

q < ni v�Q�< b i
q�1

(si q � 0 on peut avoir l'eÂgaliteÂ b i
q � ni v�Q� si le point base de T�C � est de

valuation eÂgale aÁ 1) pour tout i 2 IQ. Soit i0 2 I �Q. D'apreÁs la proposition (4.3),

m�GQ� �
X

Gl 2AQ

m�Gl� � n
i0

1 . . . ni0
q �d1�Q� � d2�Q�ni0

q�1 ÿ 1�:

De plus si G 2 j�Q� alors cont�Ci0
; G� � ni0

v�Q�. Ainsi il existe une parameÂtrisa-
tion yi0

de Ci0
et une parameÂtrisation yG de G telles que l'ordre maximum de

coõÈncidence entre yi0
et yGk

soit v�Q�. Donc si

yi0
� ani 0

x� . . .� asni 0
xs � a

b
i 0
1

xb
i 0
1

=ni 0

�
Xh 1

j�1

a
b

i 0
1
� j l

i 0
1

x�b
i 0
1
� j l

i 0
1
�=ni 0 � . . .� a

b
i 0
gi 0

x
b

i 0
gi 0

=n i 0 � . . .

et yG �
P

s > m bs�t�xs=m ouÁ m :� m�G� alors

yG � ani 0
x� . . .� asni 0

xs � a
b

i 0
1

xb
i 0
1

=ni 0 � . . .� a
b

i 0
q

xb
i 0
q = ni 0 � . . .

� ani 0
v �Q�ÿ1 x�ni 0

v �Q�ÿ1�=ni 0 �
X

s=m > v �Q�
bs�t�xs =m:

Ou bien, si t est un parameÁtre uniformisant, on peut eÂcrire:

xG � t m;

yG � ani 0
t m � . . .� asni 0

t sm � a
b

i 0
1

t mb
i 0
1

=ni 0 � . . .� a
b

i 0
q

t mb
i 0
q = ni 0 � . . .

�ani 0
v �Q�ÿ1 t �m �ni 0

v �Q�ÿ1��=ni 0 �
X

s > m v �Q�
bs�t� t s:

8>>>><>>>>:
Si nous notons eb i 0

i :� b
i 0

i m=ni 0
et el i 0

i :� ml
i0
i =ni 0

, la parameÂtrisation yG sera:

xG � t m;

yG � ani 0
t m � . . .� asni 0

t sm � a
b

i 0
1

t
Äb

i 0
1 � . . .� a

b
i 0
q

t
Äb

i 0
q � . . .

�ani 0
v �Q�ÿ1 t �m �ni 0

v �Q�ÿ1��=ni 0 �
X

s > m v �Q�
bs�t� t s:

8>>>><>>>>:
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Si q � 0 et v�Q� � 1 alors yG et yi 0
n'ont pas de termes eÂgaux. D'apreÁs la

construction de la parameÂtrisation yG et de la deÂ®nition de contact, il est eÂvident
que tous les exposants qui apparaissent dans yG sont entiers.

Remarque 5.1. Pour montrer le theÂoreÁme ci-dessus nous n'avons utiliseÂ que
l'information contenue dans le diagramme d'Eggers de C et les parameÂtrisations
des branches de la courbe C. Remarquez bien que les coef®cients des
parameÂtrisations deÂpendent du type analytique de la courbe C, mais les exposants
ne deÂpendent que du diagramme d'Eggers de C, que lui meÃme ne deÂpend que de
la classe d'eÂquisingulariteÂ de la courbe C.

5.1. Quelques proprieÂteÂs d'une branche d'un paquet donneÂ

Soient Q un sommet noir de T�C � et GQ le paquet de la courbe polaire P�t�
associeÂ aÁ Q. Si k :� k�Q�> 1 et i 2 IQ alors

b i
k

m�Ci�
< v�Q�<

b i
k�1

m�Ci�
: �6�

L'ineÂgaliteÂ (6) est aussi vraie pour k :� k�Q� � 0 s'il n'existe pas de sommet noir
de valuation 1 dans T�C �. Ainsi, si G est une branche de GQ, alors
cont�Ci; G� � ni v�Q�, c'est-aÁ-dire b i

k < cont�Ci; G�< b i
k�1 et d'apreÁs les proprieÂteÂs

du contact et la deÂ®nition de T�C �, on a:

�mi
j; ni

j� � �mj�G�; nj�G�� pour 1 < j < k;

ouÁ �mj�G�; nj�G�� est la j-ieÁme paire caracteÂristique de la branche G de GQ. Donc
les k � 1 premiers exposants caracteÂristiques de G sont feb i

0; . . . ; eb i
kg ouÁ k � k�Q�,

i 2 I �Q et ex � mx=ni pour tout x et ouÁ m :� m�G�. De plus lj�G� :�
p:g:c:d:�eb i

0; . . . ; eb i
j � � mli

j =ni pour tout j 2 f0; . . . ; kg.
Attirons l'attention sur le fait suivant: bien que l'ensemble f�mj�G�; nj�G��gk

j�1

des paires caracteÂristiques soit indeÂpendant de la branche G de GQ choisie, le
nombre lj�G� avec 1 < j < k deÂpend de la branche G choisie puisque toutes les
branches d'un meÃme paquet n'ont pas neÂcessairement la meÃme multipliciteÂ.

Remarque 5.2. En geÂneÂral si G est une branche de GQ avec k � k�Q� alors
lk�G� > 1 comme on voit dans l'exemple suivant. Soit C la courbe irreÂductible
d'eÂquation �y3 ÿ x4�3 ÿ x3y7 � 0. Les exposants caracteÂristiques de C sont
f9; 12; 13g, donc sa courbe polaire P�t� est deÂcomposeÂe en deux paquets, dans
ce cas-laÁ irreÂductibles. Le paquet GQ avec v�Q� � 13

9
est une branche d'exposants

caracteÂristiques f6; 8; 9g, donc l1�GQ� � 2 > 1. Ainsi la branche GQ a deux paires
caracteÂristiques comme la branche de deÂpart C.

Cependant si lk�G� � 1, on peut deÂterminer compleÁtement toutes les paires
caracteÂristiques de G aÁ partir du lemme ci-dessus et on peut donc calculer sa
multipliciteÂ aÁ l'origine puisque m�G� � n1�G� . . . nk�G� lk�G� � ni

1 . . . ni
k. De plus, si

G est une branche de GQ et k�Q�> 1 alors m�G�> 2, car ni
k > 2 pour tout k.

Ainsi les branches lisses de P�t� appartiennent aux paquets GQ ouÁ k�Q� � 0.
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Lemme 5.1. Soit Q un sommet noir du diagramme d'Eggers tel que v�Q� �
b i

k =ni ouÁ Ci est une branche de C. Alors pour toute branche G du paquet GQ

on a:

b i
k

ni

<
bk�G�
m�G�

ouÁ bk�G� est le k-ieÁme exposant caracteÂristique de G.
De plus, si le sommet Q est simple alors b i

k =ni < bk�G�=m�G�.

DeÂmonstration. Supposons que

bk�G�
m�G� <

b i
k

ni

� cont�Ci; G�
ni

;

donc bk�G�=m�G� apparaõÃt dans le deÂveloppement de Puiseux de Ci et de plus

b i
kÿ1

ni

� bkÿ1�G�
m�G� <

bk�G�
m�G� <

b i
k

ni

:

Donc il existe l 2N tel que l i
kÿ1 divise l et bk�G�=m�G� � �b i

kÿ1 � l�=ni, donc
il existe l1 2N tel que

bk�G�
m�G� �

mi
kÿ1 � l1

ni
1 . . . ni

kÿ1

� mkÿ1�G� � l1

n1�G� . . . nkÿ1�G�
� bkÿ1�G� � l1lkÿ1�G�

m�G� :

Donc bk�G� � bkÿ1�G� � l1lkÿ1�G�, c'est-aÁ-dire que lkÿ1�G� divise bk�G� ce qui
est une contradiction.

Maintenant si Q est un sommet simple et si nous supposons que
b i

k =ni � bk�G�=m�G� alors �mi
r; ni

r� � �mr�G�; nr�G�� pour tout 1 < r < k. Donc
m�G� � n1�G� . . . nk�G�lk�G� � ni

1 . . . ni
klk�G� > ni

1 . . . ni
k. D'autre part

m�G�< m�GQ� � ni
1 . . . ni

kÿ1�ni
k ÿ 1� < ni

1 . . . ni
k;

ce qui donne une contradiction.

Proposition 5.1. Soient Q un sommet noir simple de T�C � et G une branche
du paquet GQ.

(1) Si Q est simple alors dans le deÂveloppement de y de la branche G le terme

t m�G�v�Q� n'apparaõÃt pas.

(2) Si d1�Q� � d2�Q� � 1, v�Q� � b i
k =ni et le terme t m�G�v �Q� apparaõÃt dans le

deÂveloppement de y de la branche G alors le paquet GQ est irreÂductible.

DeÂmonstration. (1) Comme Q est un sommet simple de T�C � il existe une
branche Ci de C et k 2 f1; . . . ; gig tels que v�Q� � b i

k =ni . Supposons que le terme
t m v�Q� apparaõÃt dans le deÂveloppement de y de G avec m � m�G�. Alors
mv�Q� � mb i

k =ni est un nombre entier. D'apreÁs le lemme ci-dessus

mv�Q� � mb i
k =ni < bk�G�, donc lkÿ1�G� divise mv�Q�, c'est-aÁ-dire qu'il existe

l 2N tel que mb i
k =ni � l lkÿ1�G� donc b i

k = l i
kÿ1 est un nombre entier, ce qui est

une contradiction.
(2) Comme le terme t mv�Q� apparaõÃt dans le deÂveloppement de y de G ouÁ
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m � m�G� alors mv�Q� � mb i
k =ni est un nombre entier, donc

mi
k m

ni
1 . . . ni

k

� mi
k lkÿ1�G�

ni
k

est un nombre entier. Mais p:g:c:d:�mi
k; ni

k� � 1 donc ni
k divise lkÿ1�G�. Ainsi il existe

l 2N tel que lkÿ1�G� � lni
k. Cependant, m�G� � ni

1 . . . ni
kÿ1lkÿ1�G�< m�GQ� �

ni
1 . . . ni

k donc l � 1. Ainsi m�G� � m�GQ� et le paquet GQ est irreÂductible.

Le reÂsultat (1) se trouve deÂjaÁ dans [13] et [17] dans le cas ouÁ C est irreÂductible.

5.2. Quelques proprieÂteÂs des paquets fGQgQ2 L de la courbe polaire

Nous allons maintenant deÂmontrer quelques reÂsultats sur la relation entre la
multipliciteÂ des paquets de la courbe polaire P�t� et la multipliciteÂ des branches
de la courbe C.

Proposition 5.2. Soit Q un sommet noir de T�C �. On a:

�1� m�GQ� <P i2 IQ
m�Ci�;

(2) si Q est simple alors m�GQ� < m�Ci� pour toute branche Ci de C telle
que i 2 IQ.

DeÂmonstration. (1) Si k � k�Q� alors v�Q�< b i
k�1 =ni pour toute branche Ci

de C telle que i 2 IQ. De plus

M :� fCi: i 2 IQg
� fCi: v�Q� � b i

k�1 =nigÈ fCi: v�Q� < b i
k�1 =nig

�: M1 È M2:

Mais si Ci 2M1 (si M1 � 0= alors d2�Q� � 0 et il suf®t prendre Ci 2M2) alors

m�GQ� � ni
1 . . . ni

k�d1�Q� � d2�Q�ni
k�1 ÿ 1�

� �d1�Q� ÿ 1�ni
1 . . . ni

k � d2�Q�ni
1 . . . ni

k�1

< �#M2�ni
1 . . . ni

k � �#M1�ni
1 . . . ni

k�1

�
X
i2M2

ni
1 . . . ni

k �
X
i2M1

ni
1 . . . ni

k�1

<
X
i2M2

ni
1 . . . ni

gi
�
X
i2M1

ni
1 . . . ni

gi

�
X
i2M2

m�Ci� �
X
i2M1

m�Ci� �
X
i2 IQ

m�Ci�:

(2) Soit Ci une branche de C telle que i 2 IQ. Comme Q est simple on a

v�Q� � b i
k�1 =ni ouÁ k � k�Q�, d1�Q� � 0 et d2�Q� � 1, donc

m�GQ� � ni
1 . . . ni

k�ni
k�1 ÿ 1� < ni

1 . . . ni
k�1 < ni

1 . . . ni
gi
� m�Ci�:

Remarque 5.3. D'apreÁs la premieÁre partie du theÂoreÁme 5.1 on peut donner
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une borne pour le nombre de branches de la courbe polaire qui forment le paquet
GQ. Plus preÂcisement si on deÂnote L le nombre de branches de la courbe polaire
qui sont dans le paquet GQ associeÂ au sommet Q alors on a
L < d1�Q� � d2�Q�ni

k�1 ouÁ k :� k�Q�. Ainsi, si Q est simple on a L < ni
k�1, et si

d2�Q� � 0 le nombre de branches de la courbe polaire qui sont dans le paquet
associeÂ au sommet Q est majoreÂ par le nombre de branches Cj de C qui veÂri®ent
cont�Ci; Cj� � ni v�Q�. Cela nous permet de deÂterminer, dans quelques cas, que le

paquet GQ de la courbe polaire est irreÂductible:

(1) si Q est un sommet noir de T�C � tel que d2�Q� � 0 et d1�Q� � 2 alors le
paquet GQ de la courbe polaire est irreÂductible;

(2) si Q est un sommet simple de T�C �, i 2 IQ et ni
k�1 � 2 alors le paquet GQ

de la courbe polaire est irreÂductible.

5.3. Exemple optimal

Le theÂoreÁme 5.1 de deÂcomposition de la courbe polaire est optimal si l'on
ne fait pas d'hypotheÁse suppleÂmentaire, comme le montre l'exemple suivant.
Soit la courbe C � f � f1 ´ f2 � 0 ouÁ f1�x; y� � �y2 ÿ x3�2 ÿ 4yx6 ÿ x9 et f2�x; y� �
�y2 ÿ x3�2 ÿ 4yx5 ÿ x7.

Les deÂveloppements de Puiseux de f1�x; y� � 0 sont

y1 � x3=2 � x9=4;

y2 � ÿx3=2 � ix9=4;

y3 � x3=2 ÿ x9=4;

y4 � ÿx 3=2 ÿ ix9=4;

8>>><>>>:
et les deÂveloppements de Puiseux de f2�x; y� � 0 sont

y1 � x3=2 � x7=4;

y2 � ÿx3=2 � ix7=4;

y3 � x3=2 ÿ x7=4;

y4 � ÿx3=2 ÿ ix7=4:

8>>><>>>:
Donc S1

1 È S2
1 � f 3

2
; 9

4
gÈ f 7

4
g et S1

2 È S2
2 � f 3

2
; 7

4
gÈ f 7

4
g. Le diagramme

d'Eggers de C est

Si on calcule les diffeÂrentes branches de P�t� on a

P�t� � G�1� È G�2� È G�3�
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ouÁ

G�1� � y � �ÿ 1
4
� 3

2
t�x2 � �ÿ 37

64
ÿ 3

4
tÿ 39

16
t2�x3

� � 13
1024
� 923

256
tÿ 663

128
t2 � 33

64
t3 ÿ 351

64
t4�x4 � . . . ;

G �2� � y1 � x3=2 � 1
2

x7=4 � 1
16

x2 � 17
256

x9=4 � �ÿ 11
256
� 13

32
t�x5= 2 � . . . ;

y2 � ÿx3 =2 ÿ i
2

x7 =4 � 1
16

x2 � 17i
256

x9=4 ÿ �ÿ 11
256
� 13

32
t�x5=2 � . . . ;

y3 � x3= 2 ÿ 1
2

x7= 4 � 1
16

x2 ÿ 17
256

x9=4 � �ÿ 11
256
� 13

32
t�x5=2 � . . . ;

y4 � ÿx3 =2 � i
2

x7 =4 � 1
16

x2 ÿ 17i
256

x9=4 ÿ �ÿ 11
256
� 13

32
t�x5=2 � . . . ;

G �3� � y1 � x3=2 � x3 � �ÿ 1
4
� 7t�x7=2 � �ÿ 15

8
� 1

8
t� 21

2
t2�x4

� 1
16
�252t3 � 3t2 ÿ 225tÿ 7�x9=2 . . . ;

y2 � ÿx3 =2 � x3 ÿ �ÿ 1
4
� 7t�x7 =2 � �ÿ 15

8
� 1

8
t� 21

2
t2�x4

ÿ 1
16
�252t3 � 3t2 ÿ 225tÿ 7�x9=2 . . . :

On doit remarquer que dans le paquet G �1�, d'apreÁs le theÂoreÁme (5.1), le premier
terme qui peut apparaõÃtre apreÁs le contact deÂpend de t. Ceci montre que le
reÂsultat du theÂoreÁme (5.1) est optimal.

6. Invariants polaires partiels et topologie

Ce paragraphe est consacreÂ aÁ l'eÂtude des invariants polaires qui sont associeÂs aÁ
la courbe C. D'abord on calcule les invariants polaires introduits par B. Teissier;
ces sont les inclinaisons des coÃteÂs du polygone de Newton jacobien deÂ®ni dans
[16]. On sait bien d'apreÁs [9], dans le cas irreÂductible, que ces invariants ne
deÂpendent que de la topologie de C et la deÂterminent. Cependant ils ne sont pas
suf®sants pour deÂterminer le type topologique de C quand C est une courbe
reÂduite non irreÂductible (voir [4]). Ici nous utilisons le concept d'invariant polaire
partiel [4] qui va nous permettre d'associer aÁ la courbe C de composantes
irreÂductibles fCigr

i�1 une matrice. Cette matrice sera appeleÂe matrice des
invariants polaires partiels. Nous montrerons qu'elle ne deÂpend que de la
topologie de la courbe C et la deÂtermine compleÁtement si nous connaissons de
plus la multipliciteÂ aÁ l'origine de chaque branche Ci de C.

6.1. Calcul des invariants polaires

Le but de ce paragraphe est calculer, pour le cas particulier d'un germe de courbe
plane reÂduite C, les invariants polaires introduits par B. Teissier dans [14]. On
rappelle que si P�t� est une courbe polaire geÂneÂrique de C et

S
l Gl est sa

deÂcomposition en composantes irreÂductibles alors l'ensemble des invariants polaires
de C coõÈncide avec fe�Gl� :� �el � ml�=mlgl ouÁ ml :� m�Gl� et el � ml :� �C; Gl�.

DeÂ®nition 6.1. Soit G une composante irreÂductible de la courbe polaire P�t�.
Le nombre

ei�G� �
�Ci; G�
m�G�

est appeleÂ invariant polaire partiel de G par rapport aÁ la branche Ci de C.
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L'invariant polaire `classique' e�G� de G, deÂ®nie par Teissier [14] est eÂgal aÁP r
i�1 ei�G� ouÁ r est le nombre de composantes irreÂductibles de la courbe C.

D'apreÁs la deÂ®nition de la relation d'eÂquivalence R, deux branches G et G 0 de la
courbe polaire P�t� sont R-eÂquivalentes si et seulement si ei�G� � ei�G 0� pour
toute branche Ci de C. Ainsi nous pouvons associer aÁ la R-classe d'eÂquivalence
�G� de la branche G de la courbe polaire le nombre ei��G�� :� ei�G�. Ceci va nous

permettre associer aÁ chaque paquet GQ le nombre ei�GQ� :� ei�jÿ1�Q��, ouÁ j

est la correspondance bijective entre l'ensemble des R-classes d'eÂquivalence et
l'ensemble des sommets noirs de T�C �.

D'apreÁs l'eÂgaliteÂ e�G� �P r
i�1 ei�G�, toutes les branches de la courbe polaire

qui appartient aux meÃme paquet GQ ont le meÃme invariant polaire classique, et on
peut associer aÁ chaque paquet GQ le nombre e�GQ� qui coõÈncide avec l'invariant
polaire d'une branche quelconque G de GQ. Le reÂciproque n'est pas vraie en
geÂneÂral. Il suf®t de prendre C � C1 È C2 ouÁ C1 et C2 sont eÂquisingulieÁres et
telles que a :� cont�C1; C2� < b1

g1
. Si b1

k < a < b1
k�1 alors il y aura au moins

deux sommets diffeÂrents Q1
k�1 et Q2

k�1 de T�C � tels que si G est une branche du

paquet GQ 1
k� 1 et F est une branche du paquet GQ 2

k� 1 , alors G et F ont le meÃme

invariant polaire mais ne sont pas R-eÂquivalentes.

Lemme 6.1. Si Q est un sommet noir de T�C � tel que Q 2 Ki alors

ei�GQ� � ni
k b i

k � ni v�Q� ÿ b i
k

ni
1 . . . ni

k

ouÁ k :� k�Q�.

DeÂmonstration. Cela reÂsulte de la deÂ®nition du paquet GQ et de la
proposition (2.1).

Corollaire 6.1. Si Q est un sommet noir du diagramme d'Eggers de la
courbe C alors

e�GQ� �
X
i2 IQ

ni
k b i

k � ni v�Q� ÿ b i
k

ni
1 . . . ni

k

�
X
i 62 IQ

�Ci; Ci 0
�

m�Ci 0
�

ouÁ k � k�Q� et i0 2 IQ .

On obtient, comme corollaire, le reÂsultat suivant qui est bien connu d'apreÁs [16].

Corollaire 6.2. Les invariants polaires de C ne deÂpendent que du type
topologique de la courbe C.

Proposition 6.1. Soient Q et Q 0 deux sommets noirs de la chaõÃne eÂleÂmentaire

Ki de C. Si v�Q� < v�Q 0� alors ei�GQ� < ei�GQ 0 �.

DeÂmonstration. Soit fQ1; . . . ;Qsg l'ensemble ordonneÂ (c'est-aÁ-dire Q < Q 0 si

et seulement si v�Q� < v�Q 0�) de la chaõÃne eÂleÂmentaire Ki de T�C �. Il faut

montrer que ei�GQ j� < ei�GQ j� 1� pour tout j 2 f1; . . . ; sÿ 1g.
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Si k�Qj� � k�Qj�1� �: k alors

ei�GQ j� � ni
k b i

k � ni v�Qj� ÿ b i
k

ni
1 . . . ni

k

<
ni

k b i
k � ni v�Qj�1� ÿ b i

k

ni
1 . . . ni

k

� ei�GQ j� 1�

car v�Qj� < v�Qj�1�.
Si k :� k�Qj� < k�Qj�1� alors k�Qj�1� � k � 1 et v�Qj� � b i

k�1 =ni donc

ei�GQ j� � b i
k�1

ni
1 . . . ni

k

� ni
k�1 b i

k�1

ni
1 . . . ni

k�1

<
ni

k�1 b i
k�1 � ni v�Qj�1� ÿ b i

k�1

ni
1 . . . ni

k�1

� ei�GQ j� 1�
car ni v�Qj�1� > ni v�Qj� � b i

k�1 .

Corollaire 6.3. Soient Q et Q 0 deux sommets noirs de T�C � appartenant aÁ
une meÃme chaõÃne eÂleÂmentaire du diagramme d'Eggers. Si v�Q� < v�Q 0� alors
e�GQ� < e�GQ 0 �.

Corollaire 6.4. On a:

(1) infQ2T�C �fe�GQ�g � e�GQ 0� ouÁ Q0 est le point base de T�C �;
(2) supQ2T�C �fe�GQ�g � supQ i

fe�GQ i�g ouÁ Qi est le sommet noir de valuation
la plus grande appartenant aÁ la chaõÃne eÂleÂmentaire Ki de T�C �.

Remarque 6.1. Rappelons que les plus petits exposants v1 et v2 tels qu'il
existe un voisinage U de 0 dans C2 et des constantes D1 et D2 tels que l'on ait
les ineÂgaliteÂs de èojasiewicz jgrad f �z�j> D1j f �z�jv1 et jgrad f �z�j> D2jz jv 2 ,
respectivement, sont appelleÂs exposants de èojasiewicz du gradient de la courbe C.

D'apreÁs le corollaire ci-dessus et le corollaire 2 de [16, p. 270] on peut calculer
ces exposants de èojasiewicz pour une courbe reÂduite plane C. Plus preÂcisement
si r � supQ i

fe�GQ i�g ouÁ Qi est le sommet noir de valuation la plus grande
appartenant aÁ la chaõÃne eÂlemeÂntaire Ki de T�C �, alors v1 � r=�r� 1� et v2 � r.
Ainsi, d'apreÁs le corollaire aÁ la Kuiper±Kuo de [16, p. 281], si f � fn � fn�1 � . . .
est la deÂcomposition de f en composantes homogeÁnes alors f et
F :� fn � fn�1 � . . .� fdr e�1 ont le meÃme type topologique et de plus dre est le
plus petit entier q tel que si gÿ f est d'ordre supeÂrieur ou eÂgal aÁ q� 1 alors g a
le meÃme type topologique que f . La proposition suivante permet de calculer
explicitement la valeur de r (et en conseÂquence les valeurs de v1 et v2) en
fonction de la topologie de C.

Proposition 6.2. 1. Soient Q et Q 0 deux sommets noirs de la chaõÃne
eÂleÂmentaire Ki de T�C �. Alors:

Q � Q 0 () ei�j�Q�� � ei�j�Q 0��:
2. Si Q est un sommet noir de T�C � ÿ Ki alors ei�j �Q�� � ei�j �S�� ouÁ S est le

sommet de valuation la plus grande du graphe partiel Ki j des branches Ci et Cj

avec Q 2 Kj.
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DeÂmonstration. Si Q; Q 0 2 Ki alors

Q � Q 0 () j�Q� � j �Q 0� () ei�j �Q�� � ei�j �Q 0��:
Maintenant si Q un sommet noir de T�C � ÿ Ki et g 2 j �Q� alors
cont�Ci ; g� � cont�Ci ; Cj� ouÁ j 2 IQ; donc cont�Ci ; g� � ni v�S� ouÁ S est le
sommet de valuation la plus grande du graphe partiel Ki j des branches Ci et Cj.
Ainsi �Ci ; g�=m�g� � �Ci ; G�=m�G� ouÁ G 2 j �S� et alors ei�j�Q�� � ei�g� �
ei�G� � ei�j�S��.

Corollaire 6.5. Les invariants polaires partiels ne deÂpendent que du type
topologique de la courbe C.

DeÂmonstration. Il est eÂvident d'apreÁs la proposition ci-dessus et le lemme 6.1.

6.2. La matrice des invariants polaires partiels

Le but de ce paragraphe est d'introduire le concept de matrice des invariants
polaires partiels et d'interpreÂter le theÂoreÁme de deÂcomposition de la courbe
polaire aÁ partir de cette matrice.

DeÂ®nition 6.2. Soit Ci une branche de C. La suite Si � �ei��G����G � est

appeleÂe suite des invariants polaires partiels associeÂs aÁ la branche Ci de C.

La longueur de la suite Si coõÈncide avec la cardinaliteÂ de l'ensemble des R-
classes d'equivalence qui est exactement le nombre des paquets fGQgQ de la
courbe polaire. Donc la longueur de Si est eÂgale au nombre des sommets noirs du
diagramme d'Eggers de C; elle est indeÂpendante de la branche Ci. Notons a la
longueur commune des suites fSigi .

DeÂ®nition 6.3. On appele matrice des invariants polaires partiels de la
courbe C la matrice M � �mi j� de taille r ´ a ouÁ mi j � ei��Gj�� et f�Gj�ga

j�1 est
l'ensemble des R-classes d'eÂquivalence.

D'apreÁs la deÂ®nition de la matrice M la i-ieÁme ligne de M coõÈncide avec la
suite Si. De plus le nombre des colonnes de M est eÂgal au nombre des sommets
noirs du diagramme d'Eggers T�C � de C et le nombre des lignes de M coõÈncide
avec le nombre des sommets blancs de T�C �.

On va voir maintenant un exemple.

Exemple 6.1. Soit C une courbe aÁ deux branches avec le diagramme
d'Eggers suivant:
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Alors les suites des invariants polaires partiels de C1 et C2 sont S1 � �6; 13
2
; 15

2
�

et S2 � �6; 13
2
; 13

2
�, donc la matrice de taille 2 ´ 3 des invariants polaires partiels

de la courbe C est la suivante:

M � 6 13
2

15
2

6 13
2

13
2

 !
avec a � 3:

6.3. La matrice des invariants polaires partiels deÂtermine le diagramme d'Eggers

Il est bien connu [9] que si C est une branche on peut retrouver la topologie de
C aÁ partir des invariants polaires de C et de sa multipliciteÂ aÁ l'origine, et
cependant si C est une courbe reÂduite non irreÂductible alors les invariants polaires
de C et sa multipliciteÂ ne sont pas suf®sants pour calculer sa topologie, comme
Eggers montre avec l'exemple suivant [4]:

Les deux courbes C et C 0 ont le meÃme ensemble des invariants polaires:
f8; 10; 29

2
; 14; 31

2
g, mais C et C 0 ne sont pas eÂquisingulieÁres car T�C � 6� T�C 0�.

Le but de ce paragraphe est calculer le diagramme d'Eggers, et donc la
topologie de C aÁ partir de la matrice des invariants polaires partiels M et des
multipliciteÂs des branches de la courbe C. L'ideÂe est de dessiner la chaõÃne
eÂleÂmentaire Ki de la branche Ci et deÂterminer ses sommets de bifurcation aÁ partir
de la suite Si. Une fois deÂtermineÂ ainsi le squelette du diagramme d'Eggers T�C �
de C, on calculera la valuation de chaque sommet noir.

Proposition 6.3. Le nombre des sommets noirs de la chaõÃne eÂleÂmentaire Ki

de T�C � est eÂgal au nombre d'eÂleÂments distincts de la suite Si .

DeÂmonstration. D'apreÁs la proposition (6.2) on a que, si Q; Q 0 2 Ki avec
Q 6� Q 0 alors ei�j�Q�� 6� ei�j �Q 0��, et si P 2 T�C � ÿ Ki alors il existe S 2 Ki tel
que ei�j �P�� � ei�j�S��. Donc le nombre des sommets noirs de Ki coõÈncide avec
la cardinaliteÂ de l'ensemble

A � fei��G��: �G� est une R-classe d'Âequivalenceg:

Remarque 6.2. Chaque suite Si � �ei��G����G � deÂtermine un ensemble
Ai � fei��G��g de nombres rationnels. La suite Si peut contenir des eÂleÂments
eÂgaux mais dans l'ensemble Ai tous les eÂleÂments sont diffeÂrents; la longueur a de
la suite Si est supeÂrieure ou eÂgale aÁ la cardinaliteÂ #Ai de l'ensemble Ai. Si
z 2Ai nous appellons multipliciteÂ de z le nombre de fois que z apparait comme
eÂleÂment de la suite Si .

20 evelia r. garcõÂa barroso



Corollaire 6.6. Il existe une correspondance bijective ri entre l'ensemble Ai

et l'ensemble des sommets noirs de la chaõÃne eÂleÂmentaire Ki de Ci dans le
diagramme d'Eggers de la courbe C.

Remarque 6.3. D'apreÁs le corollaire ci-dessus nous pouvons ordonner les
sommets noirs de la chaõÃne eÂleÂmentaire Ki aÁ partir de l'ordre induit par Q dans
l'ensemble Ai de la facËon suivante:

Q < Q 0 () rÿ1
i �Q�< rÿ1

i �Q 0�:

Proposition 6.4. Le nombre des sommets noirs de T�C � qui n'appartiennent
pas aÁ la chaõÃne eÂleÂmentaire Ki de Ci est aÿ #Ai ouÁ a est la longueur de la
suite Si .

DeÂmonstration. C'est une conseÂquence de la proposition ci-dessus et de la
proposition (6.2).

Proposition 6.5. Si p est un eÂleÂment de Ai de multipliciteÂ plus grande que 1 alors
le sommet ri� p� de la chaõÃne eÂleÂmentaire Ki de Ci est un sommet de bifurcation.

DeÂmonstration. Soit A � f�G�: ei��G�� � pg. La cardinaliteÂ de A est eÂgale aÁ la
multipliciteÂ de p comme eÂleÂment de la suite Si, qui est plus grande que 1.
D'apreÁs la proposition (6.2), le sommet ri� p� est donc de bifurcation.

Ainsi nous pouvons deÂterminer le nombre des sommets noirs que contient
chaque chaõÃne eÂleÂmentaire Ki de T�C � et le nombre des sommets noirs qui sont
dans T�C � ÿ Ki aÁ partir de la matrice M. De plus avec la proposition ci-dessus
nous pouvons deÂterminer les sommets de bifurcation de chaque chaõÃne eÂleÂmentaire
Ki. Avec toutes ces donneÂes nous savons le sommet ouÁ sont separeÂes deux chaõÃnes
eÂleÂmentaires, c'est-aÁ-dire, nous pouvons dessiner le squelette du diagramme T�C �
et en particulier le squelette de chaque chaõÃne eÂleÂmentaire Ki de T�C �.

Il reste aÁ calculer la valuation de chaque sommet de T�C � et, eÂtants donneÂes
deux sommets conseÂcutifs Q et Q 0 avec Q un sommet de bifurcation, deÂterminer
si l'areÃte qui les relie est pleine ou discontinue, car avec ces donneÂs nous avons
compleÂteÂ totalement le dessin du diagramme d'Eggers de la courbe. Pour ®nir de
construire le diagramme il suf®t de compleÂter les valuations des sommets noirs de
chaque chaõÃne eÂleÂmentaire et les areÃtes qui joindrent les sommets car nous avons
dejaÂ, avec le squelette que nous venons de construire, ouÁ sont separeÂes les
differents chaõÃnes eÂleÂmentaires.

Nous avons besoin des deux lemmes suivants.

Lemme 6.2. Soit Q un sommet noir de T�C �; alors

d2�Q� � 0 () ni
1ni

2 . . . ni
kv�Q� 2N

pour tout i 2 IQ et ouÁ k � k�Q�.

DeÂmonstration. Supposons que d2�Q� > 0, alors il existe i 2 IQ tel que

v�Q� � b i
k�1 =ni, donc il existe i 2 IQ tel que ni ´ v�Q� � ni

1 . . . ni
k l i

k v�Q� � b i
k�1

et alors ni
1 ni

2 . . . ni
kv�Q� � b i

k�1 = l i
k 2N ce qui est une contradiction.
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Maintenant si d2�Q� � 0 alors b i
k < ni v�Q� < b i

k�1 pour tout i 2 IQ, donc

�mi
l; ni

l� � �m j
l ; n

j
l � pour 1 < l < k; �7�

pour tous i; j 2 IQ. De plus il existe i0 2 IQ tel que ni 0
v�Q� apparaõÃt dans le

deÂveloppement de Puiseux de la branche Ci 0
et comme b

i 0

k < ni 0
v�Q� < b

i 0

k�1

alors l
i 0

k divise ni 0
v�Q�, c'est-aÁ-dire ni 0

v�Q� � l l
i 0

k avec l 2N. Donc

n
i 0

1 . . . n
i 0

k l
i 0

k v�Q� � l l
i 0

k et n
i 0

1 . . . n
i 0

k v�Q� 2N et d'apreÁs (7) on a ni
1 . . . ni

k v�Q� 2N
pour tout i 2 IQ.

Lemme 6.3. Soient Q et Q 0 deux sommets conseÂcutifs de la chaõÃne eÂleÂmentaire
Ki de Ci avec v�Q� < v�Q 0�. On a:

ei�j�Q 0�� ÿ ei�j �Q�� �
ni�v�Q 0� ÿ v�Q��

ni
1 . . . ni

k

�8�
ouÁ k � k�Q 0�.

DeÂmonstration. Soient G 2 j �Q� et G 0 2 j�Q 0�. Deux cas sont possibles.

1: k�Q 0� � k�Q� �: k. D'apreÁs la proposition (2.1):

ei�j�Q�� �
�Ci; G�
m�G� �

ni
k b i

k � ni v�Q� ÿ b i
k

ni
1 . . . ni

k

et

ei�j�Q 0�� �
�Ci; G

0�
m�G 0� �

ni
k b i

k � ni v�Q 0� ÿ b i
k

ni
1 . . . ni

k

donc

ei�Q 0� ÿ ei�Q� �
ni�v�Q 0� ÿ v�Q��

ni
1 . . . ni

k

:

2: k�Q 0� � k�Q� � 1 �: k � 1. Dans ce cas-laÁ ni v�Q� � b i
k�1 donc

ei�j �Q�� �
�Ci; G�
m�G� �

b i
k�1

ni
1 . . . ni

k

et

ei�j�Q 0�� �
�Ci; G

0�
m�G 0� �

ni
k�1 b i

k�1 � ni v�Q 0� ÿ b i
k�1

ni
1 . . . ni

k�1

;

donc

ei�Q 0� ÿ ei�Q� �
ni v�Q 0� ÿ b i

k�1

ni
1 . . . ni

k�1

� ni�v�Q 0� ÿ v�Q��
ni

1 . . . ni
k�1

:

Supposons maintenant que la chaõÃne eÂleÂmentaire Ki a p sommets noirs
fQ1; . . . ;Qpg ordonneÂs, c'est-aÁ-dire Ql < Ql�1, et que Ai � fa1; . . . ; apg avec
al < al�1 pour tout l 2 f1; . . . ; pÿ 1g. Il est clair d'apreÁs la construction ci-dessus
que ri�al� � Ql. Ainsi al � ei�j�Ql�� � �Ci; Gl�=m�Gl�, pour tout l 2 f1; . . . ; pg ouÁ
Gl 2 j�Ql�. Donc, d'apreÁs le lemme (6.1) on a:

al �
ni

k l
b i

k l
� ni v�Q� ÿ b i

k l

ni
1 . . . ni

k l

�9�

ouÁ kl :� k�Ql� et ni :� m�Ci�.
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Soit Qb le sommet de bifurcation le plus petit de Ki. Alors fQ1; . . . ;Qbÿ1g sont
des sommets simples de T�C �, donc d1�Ql� � 0, d2�Ql� � 1 et k�Ql� � lÿ 1
pour tout l 2 f1; . . . ; bÿ 1g. Si l � 1, on a a1 � ei�j�Q1�� � ni v�Q1�, donc
v�Q1� � ei�j�Q1��=ni. Comme on connaõÃt la valeur de ei�j�Q1�� et la multipliciteÂ
ni de Ci, on peut calculer la valuation du sommet Q1. De plus comme Q1 est un sommet
simple de T�C � sa valuation est eÂgale aÁ mi

1 =ni
1, donc nous pouvons calculer aÁ

partir de la valeur de v�Q1� la premieÁre paire caracteÂristique de la branche Ci de C.
Maintenant, la premieÁre paire eÂtant connue, nous calculons l i

1 :� ni =ni
1 et aÁ

partir de la valeur l i
1 et de la paire �mi

1; ni
1� nous calculons b i

1 � mi
1 l i

1 et le

premier geÂneÂrateur b i
1 du semi-groupe de valeurs de Ci. Si l � 2, on a

a2 � ei�j �Q2�� �
ni

1 b i
1 � ni v�Q2� ÿ b i

1

ni
1

et nous pouvons retrouver la valeur de v�Q2�. Comme elle coõÈncide avec

mi
2 =ni

1 ni
2, on a ni

1v�Q2� � mi
2 =ni

2 ouÁ �mi
2; ni

2� � 1. De cette manieÁre nous
calculons la deuxieÁme paire caracteÂristique de la branche Ci, et en reÂpeÂtant la

meÃme processus que pour l � 1 nous calculons l i
2 � ni =ni

1 ni
2, b i

2 � mi
2 l i

2 et

b i
2 � ni

1 b i
1 � b i

2 ÿ b i
1. En reÂpeÂtant ce processus nous calculons la valeur de v�Ql�

pour tout l 2 f1; . . . ; bÿ 1g. AÁ cette eÂtape du processus les bÿ 1 premiers
exposants caracteÂristiques de Ci sont connus. De plus comme k�Qb� � bÿ 1
d'apreÁs (9) nous pouvons calculer v�Qb�.

Nous pouvons eÂcrire ni
1 . . . ni

bÿ1v�Qb� :� A=B avec p:g:c:d�A; B� � 1. Main-
tenant pour calculer la valuation du sommet Qb�1 on doit deÂterminer si l'areÃte
qui relie Qb avec Qb�1 est pleine ou discontinue. Si B � 1, l'areÃte qui sort
de Qb vers le sommet Qb�1 est discontinue (d'apreÁs le lemme 6.2), donc
k�Qb�1� � k�Qb� � bÿ 1 et nous pouvons deÂterminer la valuation de Qb�1 aÁ
partir de (9).

Supposons maintenant que B 6� 1. Si Qb est le dernier sommet noir de la chaõÃne
eÂleÂmentaire Ki l'areÃte qui relie Qb avec le sommet blanc sera discontinue si
ni

1 . . . ni
bÿ1 � m�Ci� et pleine dans le cas contraire. Si Qb n'est pas le dernier

sommet deÂ®nissons les deux nombres suivants:

x1 :� ni
1 . . . ni

bÿ1�ei�j �Qb�1�� ÿ ei�j �Qb���
ni

� v�Qb�
et

x2 :� ni
1 . . . ni

bÿ1B�ei�j�Qb�1�� ÿ ei�j�Qb���
ni

� v�Qb�:

Comme B 6� 1, on a x1 < x2. Maintenant calculons

y1 :� ni
bÿ1 b i

bÿ1 � ni x1 ÿ b i
bÿ1

ni
1 . . . ni

bÿ1

et

y2 :� ni
bÿ1 b i

bÿ1 ÿ b i
bÿ1 ni

1 . . . ni
bÿ1 �

ni x2

ni
1 . . . ni

bÿ1

1

B
� Ani

�ni
1 . . . ni

bÿ1�2B
:

D'apreÁs la construction de l'ensemble Ai il existe toujours j 2 f1; 2g tel que
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yj � ei�j�Qb�1��; il suf®t se rendre compte que ni v�Qb�< b i
b et que si ni v�Qb�

coõÈncide avec b i
b alors la paire �A; B� coõÈncide avec le b-ieÁme paire caracteÂristique

de Ci et y2 deÂvient la valeur de ei�j �Qb�1�� et si ni v�Qb� < b i
b alors

ei�j�Qb�1�� � y1. Ainsi si j � 1 alors v�Qb�1� � x1 et k�Qb�1� � k�Qb� � bÿ 1
et si j � 2 alors v�Qb�1� � x2 et k�Qb�1� � k�Qb� � 1 � b.

De plus il existe une unique valeur j 2 f1; 2g qui veÂri®e yj � ei�j �Qb�1��. En
effet, supposons que y1 � y2 � ei�j�Qb�1�� alors

ni x1

ni
1 . . . ni

bÿ1

� ni x2

ni
1 . . . ni

bÿ1

1

B
� Ani

�ni
1 . . . ni

bÿ1�2B

donc

ni x1 � ni x2

1

B
� Ani

ni
1 . . . ni

bÿ1B
;

c'est-aÁ-dire

ni

�
x1 ÿ

1

B
x2

�
� Ani

ni
1 . . . ni

bÿ1B
;

mais x1 ÿ Bÿ1x2 � v�Qb��1ÿ Bÿ1� donc

v�Qb�
�

1ÿ 1

B

�
� A

B

1

ni
1 . . . ni

bÿ1

et comme ni
1 . . . ni

bÿ1v�Qb� � A=B alors Bÿ1 � 0 ce qui est une contradiction.
Donc nous deÂterminons la valeur du sommet Qb�1 et aÁ partir d'elle deÂcidons si la
paire �A; B� est la b-ieÁme paire caracteÂristique de Ci ou non.

Du cette manieÁre nous pouvons deÂterminer le type de l'areÃte qui sort du
sommet Qb vers le sommet Qb�1 dans la chaõÃne eÂleÂmentaire Ki de T�C �. On
continue avec la meÃme methode pour retrouver les valuations de tous les sommets
de Ki. En applicant le meÃme proceÂdeÂ pour chaque chaõÃne eÂleÂmentaire nous
arrivons aÁ compleÂter le diagramme d'Eggers de C et donc aÁ retrouver la topologie
de C aÁ partir de la matrice des invariants polaires partiels M et de l'ensemble des
multipliciteÂs des branches de C.

Remarque 6.4. Nous pouvons utiliser dans le processus ci-dessus le Lemme 6.3
pour deÂterminer aussi les valeurs des sommets simples des chaõÃnes eÂleÂmentaires
du diagramme d'Eggers si la valeur du point base de T�C � est connue.

D'apreÁs l'eÂtude ci-dessus on a le theÂoreÁme suivant.

TheÂoreÁme 6.1. La matrice des invariants polaires partiels M et l'ensemble
des multipliciteÂs des branches de C deÂterminent la topologie de C.

Appendice. Le theÂoreÁme de LeÃ±Michel±Weber sur le comportement des polaires

Le but de cet appendice est montrer comment retrouver le theÂoreÁme de
LeÃ±Michel±Weber sur le comportement des polaires [8] aÁ partir des reÂsultats
ci-dessus et de la construction du graphe dual de la reÂsolution plongeÂe minimale
de la courbe C et sa comparaison avec le diagramme d'Eggers de C, qui sont
faites dans le premier chapitre de [5].
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Soit p0: S0 ! C2 la reÂsolution plongeÂe minimale de C � f �x; y� � 0 ouÁ
f �0; 0� � 0 et f �x; y� 2 Cfx; yg est reÂduit et non identiquement nul. Soient
E0 � pÿ1

0 �0� le diviseur exceptionnel de p0 et G le graphe dual de la reÂsolution
plongeÂe minimale de C.

Conventions sur le graphe de la reÂsolution. Nous noterons #1 la composante
irreÂductible de E0 (et le sommet qui lui correspond dans G) creÂeÂe lors du premier
eÂclatement, c'est-aÁ-dire, lors de l'eÂclatement de l'origine dans C2.

Les areÃtes de G sont orienteÂes positivement lorsqu'on les parcourt en
s'eÂloignant du sommet #1.

L'origine de l'areÃte a est le point du bord de a qui est le plus proche de #1;
tandis que son extremiteÂ est le point le plus eÂloigneÂ.

La valence d'un sommet P de G, v�P�, est le nombre d'areÃtes et de ¯eÁches (qui
repreÂsentent les composantes de la transformeÂe stricte de la courbe dans S0) qui
s'attachent aÁ P.

Le sommet P est un sommet de rupture si v�P�> 3.
Le sommet P est une extreÂmiteÂ de G si P n'est pas eÂgal aÁ #1 et v�P� � 1.
Une branche morte de G est une geÂodeÂsique de G reliant un sommet de rupture

aÁ une extreÂmiteÂ et telle que tous les autres sommets sur la geÂodeÂsique aient
valence 2. D'apreÁs la construction de G, d'un sommet de rupture il part au plus
une branche morte.

Soit C la transformeÂe stricte de C par p0 .
Les eÂleÂments de l'ensemble I :� C Ç E0 sont appelleÂes des points de contact

de C.
Soit maintenant P�t� une courbe polaire de C telle que �1 : ÿt� n'appartient

pas au cone tangent de C.

Notons It � P�t�Ç E0 ouÁ P�t� est la transformeÂe stricte de P�t� par p0 .

TheÂoreÁme 6.2 (LeÃ±Michel±Weber [8]). On a les reÂsultats suivants:

(1) I Ç It � 0= ; en d'autres termes, P�t� se deÂtache deÂjaÁ de C dans la reÂsolution
minimale de C;

(2) si le cone tangent de C se compose exactement de deux droites, It rencontre
la composante #1 exactement une fois et en un point lisse;

(3) It rencontre au moins une fois chaque sommet de rupture de G sans
branche morte; les points de contact en question sont tous lisses dans E0;

(4) It rencontre chaque branche morte;

(5) It ne rencontre aucune composante irreÂductible de E0 qui n'est pas
mentionneÂe dans (2), (3) ou (4).

DeÂmonstration. Soit C � C1 È . . . È Cr la deÂcomposition de C en composantes
irreÂductibles. Notons fb i

0; . . . ; b i
gi
g l'ensemble des exposants caracteÂristiques de la

branche Ci et ai j :� cont�Ci; Cj� avec j 6� i. D'apreÁs [7] et [4], on sait que si
P�t� � S l Gl est la deÂcomposition en composantes irreÂductibles de P�t� alors

cont�Ci; Gl� 2 fb i
0; . . . ; b i

gi
gÈ fa i jgj 6� i �: A È B:

En geÂneÂral A Ç B 6� 0= . Ainsi d'apreÁs la construction (voir [5, chapitre 1, § 1.4.2])
du graphe de la reÂsolution G de C on a I Ç It � 0= .
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Supposons maintenant que le cone tangent de C se compose exactement de
deux droites. D'apreÁs le Lemme 3.1 le point base Q de T�C � veÂri®e v�Q� � 1,
d1�Q� � t ÿ 1, d2�Q� � 0 ouÁ t est le nombre des composantes tangentielles de C.
D'apreÁs la proposition 4.3 on a m�GQ� � t ÿ 1. Puisque t � 2 le paquet GQ de
P�t� est une branche lisse telle que cont�Ci; G

Q� � m�Ci� pour tout branche Ci de
C. Donc la branche GQ est seÂpareÂe de C au sommet #1 de G. De plus si E0;1 est
le diviseur qui apparaõÃt par eÂclatement de l'origine de C2, alors la transformeÂe
stricte de GQ passe par le point M de E0;1 de telle facËon que la transformeÂe stricte
de la courbe C ne passe pas par M , et comme on continue aÁ eÂclater des points de
E0;1 qui sont diffeÂrents de M alors M reste un point lisse de #1.

En geÂneÂral si C a t composantes tangentielles, l'ensemble It rencontre la
composante #1 au minimum 1 fois (si GQ est irreÂductible) et au maximum t ÿ 1
fois (si GQ est composeÂe de t ÿ 1 branches lisses).

Soit maintenant Gl une branche ®xeÂe de P�t�. Il y a deux possibiliteÂs.

1. Il existe k 2S r
j�1f1; . . . ; gjg et i 2 f1; . . . ; rg tels que cont�Ci; Gl� � b i

k.

2. Il existe i; j 2 f1; . . . ; rg tels que cont�Ci; Gl� � a i j avec a i j 62 A.

1. Si cont�Ci; Gl� � b i
k d'apreÁs l'eÂtude des proprieÂteÂs des branches de la courbe

polaire on a:

(a) �mi
j; ni

j� � �mj�Gl�; nj�Gl�� avec 1 < j < k ÿ 1.

De plus, d'apreÁs la section 5.1 on a:

(b) les k premiers exposants caracteÂristiques de Gl sont feb i
jgkÿ1

j�0 ouÁex � x�m�Gl�=ni�;
(c) lj�Gl� � p:g:c:d:�eb i

0; . . . ; eb i
j � � �m�Gl�=ni�l i

j � el i
j pour tout j 2 f1; . . . ; k ÿ 1g.

D'apreÁs le lemme 5.1 on a:

(d) b i
k =ni < bk�Gl�=m�Gl�.

Ainsi on a les reÂsultants suivants.

(a) Si b i
k =ni � bk�Gl�=m�Gl�, d'apreÁs la construction de G [5], Gl est seÂpareÂe

de Ci dans le graphe G au sommet de rupture Sr du sous-graphe Gi
k de Gi, ouÁ Gi

est le graphe individuel de la reÂsolution plongeÂe minimale de Ci. Si Sr appartient
aÁ une branche morte de G on est dans l'eÂnonceÂ (4) du theÂoreÁme. Si Sr

n'appartient pas aÁ une branche morte de G on est dans l'eÂnonceÂ (3) du theÂoreÁme
(cela peut arriver s'il apparaõÃt un nouveau point de rupture de G dans la branche
morte aÁ laquelle Sr appartient comme eÂleÂment du graphe individuel de Ci).

(b) Si b i
k =ni < bk�Gl�=m�Gl�, alors

bk�Gl� ÿ bkÿ1�Gl� � lkÿ1�Gl�
lkÿ1�Gl�

� bk�Gl�el i
kÿ1

ÿ
eb i

kÿ1el i
kÿ1

� 1

� d

l i
kÿ1

ÿ b i
kÿ1

l i
kÿ1

� 1

� dÿ b i
kÿ1 � l i

kÿ1

l i
kÿ1

>
b i

k ÿ b i
kÿ1 � l i

kÿ1

l i
kÿ1

: �10�
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De plus si les deÂveloppements en fractions continues sont

bk�Gl� ÿ bkÿ1�Gl� � lkÿ1�Gl�
lkÿ1�Gl�

� �hl
0; . . . ; hl

t l �
et

b i
k ÿ b i

kÿ1 � l i
kÿ1

l i
kÿ1

� �hi
0; . . . ; hi

t i �;

d'apreÁs (10) il existe r 2 f0; . . . ;minft l; t igg tel que hi
j � hl

j, pour 1 < j < r ÿ 1,
et hi

r 6� hl
r. Si r � 0, d'apreÁs l'ineÂgaliteÂ (10), hi

0 < hl
0 donc Gl est seÂpareÂe de Ci au

premier sommet de la sous-chaõÃne K k �i �
1 qui forme le sous-graphe Gi

k de Gi, donc
en un sommet qui appartient aÁ une branche morte de G. Si r � 1, d'apreÁs (10) et
les proprieÂteÂs des deÂveloppements en fractions continues hl

1 < hi
1 et Gl est seÂpareÂe

de Ci au premier sommet de la sous-chaõÃne K k�l �
2 qui forme le sous-graphe Gl

k

de Gl, et comme hi
1 > hl

1, ce sommet est un sommet de la chaõÃne K k �i �
1 de Ci et

appartient aÁ une branche morte de G. Il est eÂvident, d'apreÁs la construction du
graphe dual de la reÂsolution de C, que les points de contact sont tous lisses
dans E0.

2. Si cont�Ci; Gl� � a i j avec a i j 62 A, alors cont�Ci; Gl� � cont�Ci; Cj� 62 A,
c'est-aÁ-dire cont�Ci; Gl� n'est pas un exposant caracteÂristique de Ci de Gl est
seÂpareÂe de Ci au sommet ouÁ Cj est seÂpareÂe de Ci, c'est-aÁ-dire dans un sommet de
bifurcation de G.

On trouve que Gl est toujours seÂpareÂe dans un sommet d'une branche morte de
G. L'eÂnonceÂ (5) du theÂoreÁme reÂsulte aussitoÃt de cette eÂtude.

Erratum, le 21 mars 2000. L'argument utiliseÂ dans la Proposition 4.1 pour
montrer que AQ n'est pas vide est faux. Cependant le reÂsultat est vrai et on peut
le deÂduire de la Proposition 4.3 (qui n'utilise pas la Proposition 4.1) carP

Gl 2 A Q
m�Gl�> 1 pour tout Q sommet noir de T�C �.

Je remercie Patrick Popescu Pampu de m'avoir fait remarquer cette erreur.
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